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EXERCICES 


DE 


MATHfiMATIQUES. 


SUR 

LES CENTRES, LES PLANS PRINGIPAUX ET LES AXES PRINCIPAUX 


DES 

SURFACES DU SECOND DEGRE. 


Parmi les methodes employees par les geomfetres pour discuter les 
surfaces represent6es par des Equations du second degr6, I’une des 
plus simples est celle qui consiste a couper ces surfaces par des droites 
parallUes. En suivant cette methode, on pent facilement determiner la 
nature des surfaces dont il s’agit, leurs centres, s’il en existe, leurs 
axes principaux, etc.; etl’on reconnait, en particulier; que, pour fixer 
la direction de ces axes, il suffit de resoudre une equation du troi- 
siijme degre. Cette equation, qui se represente dans diverses questions 
de Geometrie ou de Mecanique, et, en particulier, dans la theorie des 
moments d’inertie, a cela de remarquable que ses trois raciues sojit 
toujours r6elles. Mais jusqu’k present on n’avait prouve cette realite 
qu’k I’aide de moyens indirects, par exemple, en ayant recours a la 
transformation des coordonn6es, ou en faisant voir que Ton parvien- 
drait k des conclusions absurdes, si Ton supposait deux racines ima- 
ginaires. Je me propose, dans cet article : i® de montrer combien il est 

- OBupr'es do C. — S. II, 1. VIII. a 
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facile de fixer, par la methode ci-dessus mentionn4e, la position du 
centre, des plans principaux et des axes principaux d’une surface du 
second degre, lors(jue, pour simplifier les calculs et les rendie plus 
sym6triques, on ecrit les Equations de chaque droite sous la forme in- 
diquee dans les Legons sur les Applications du Cakul injinitdsimal d la 
Giomitrie; 2 “ d’etablir directementlarealite des troisracines del’^qua- 
tion qui sert a la determination des axes principaux. 

Soient sc, y, z les coordonnees d’un point, rapport^es a trois axes 
rectangulaires. L’equation generate du second degre en x,y,z sera de 
la forme 

(1) Aa:’+ B7*+ Cs® + aDys -l- aEscr + zfxy + aGa; -+- 2H7 + als = K; 

et les equations d’une droite menee par le point yj, 1), de manifere 
qu’elle fasse, avec les demi-axes des coordonnees positives, les angles 
a, p, Yi seront comprises dans la formule 

(2) = 

' ' cosa cosp cosy 


De plus, si Ton fait, pour abreger, 

(3) r = \/(a? — — Yl)*-|-(5 — 0®, 

c’est-k-dire si Ton designs parr la distance des deux points (?, r], C), 
{x, y, z), on tirera de la formule ( 2 ) 


( 4 ) 


_ Tull = fzi? =:± r 

cosa cosp cosy ’ 


le double signe devant etre reduit au signe -+■ ou au signe — , suivant 
que les angles a, y se rapporteront a la longueur r comptee k partir 
du point (i, Y), C)» ou k partir du point (ar,^, z). On aura done, dans 
le premier cas, 

(5) ar = |-)- r cosa, 7 = YH-rcosP, 5 = C + rcosy, 

et, dans le second, 

(6) df = | — rcosa, 7 = 10 — rcosP, 


4! = ^ — r cosy. 
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Concevons a present que la droite, etant prolongee a partir du point 
(?. >). de manifere a former ayee les demi-axes des coordonnees 
positives les angles a, p, y, rencontre precis^ment la surface (i) au 
point (x, y, s). Les valeurs de x,y, z, donnees par les equations (5), 
verifieront la formule (i). Done, si Ton pose 

s = A cos*a + B cos*§ + C cos^y -t- aD cosp cosy + aEcosy cos« + aFcosacosp, 
r =(A?4-FiQ + E? + G)cosa + (F| + B-/] + D? + H)cosp + (E5 + »i] + C? + l) 
= A?+ Byi*+ CS>+ aDvi? + aEf^H- aF^YiH- aG^ + aHrj H- al?, 

la distance r sera determinee en fonction des angles a, y et des coor- 
donn^es yj, ^ par 1’ equation du second degre 

(8) i/'*+air+a = K. 

Or, cette equation devant fournir, par hypothfese, une valeur reelle et 
positive de r, on peut affirmer qu’elle admettra deux racines reelles, a 
moins que les angles a, p, y ne verifient la condition f = o ou 

j Acos*a + Bcos*j3 + Ccos’y 

(9) . 

( -t- aD cosP cosy + aE cosy cos a - 1 - a F cos a cos ^ = 0 . 

Si cette condition n’est pas remplie, une seconde valeur reelle de r, 
positive ou negative, satisfera encore Liquation (8). En d’autres 
termes, une seconde valeur positive de r verifiera Tequation (8) ou la 
suivante 

(ro) s/’*— a/7'+ « = K. 

Par consequent, la droite que nous avons d6jk consideree, et qui so 
trouve repr^sentee par les equations (5) ou par les equations (6), sui- 
vant qu’on la suppose prolongee dans un certain sens ou en sens con- 
traire, rencontrera de nouveau la surface ( 1 ). Si maintenant on fait 
coincider le point (5, >), C) avec le milieu de la distance comprise entre 
les points d’intersection de la droite et de la surface, r sera la moitie 
de cette distance; et, comme les formules (8), ( 10 ) devront subsister 
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simultanemeat, on en conclura 

(n) 

et 

( 12 ) t = o, 

II est bon d’observe; que I’equation ( 12 ) pent s’ecrire sous Tune ou 
I’autre des deux formes suivantes : 


(i3) 

(•4) 


(A?H-FtH-E? + G)cos« 

+ (F?+Bn + D? + H)cosp + (E^ + Dn + C?+I)cosy=o, 
(A cos« + F cosp + E cosy)? + (F cos« + B cos j3 + D cosy )ri 
+ (E cos« + D cos|3 -f C cosy)? + G cosa+ H cosP + 1 cosy = 0 . 


Cette quation etant du premier degre par rapport aux coordonnees 
•fj, il en resulte que le point ($, t), C) d^crira une surface plane, si la 
secante de la surface (i) devient mobile, mais de telle sorte que les 
angles a, p, y demeurent constants. Ainsi, des cordes parallbles de la 
surface (i) ont toujours leurs milieux situes dans un seul plan que Ton 
peut appeler et qui se trouve represente par I’equation (i3) 

ou (i4). Soient X, p., v les angles que forme la perpendiculaire a ce 
plan, prolonge dans un sens ou dans un autre, avec les derai-axes des 
coordonnees positives. Les cosinus de ces angles etant necessairement 
proportionnels aux coefficients de i, v], I dans I’equation (i4), on 


aura 

'■ Acosa + FcosP + Ecosy 

1 cosX 

(i5) ' 

1 F cosa + B cosp -h D cosy 

1 COSjJL 


I _ E cosa + Dcos(3 + C cosy 


i cosv 


De plus, les trois fractions que renferme laformule (i5), ^tant egales 
entre elles, seront egales au rapport 

(Acosa+FcosP+Ecosy)cos(x+(Fco5«+Beosp+Dcosy)cosP+(Eeos«+DcosP+Ccosy)cosy 

cosA cosa + cosft cos (3 + cosv cosy 
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et, par consequent, a 

S 

cos 3’ 

si I’on pose 

(i6) cos3 = cosX cosa -t- cos|i cos(3 + cosv cos-/, 

c’est-a-dire si Ton designe par B I’un des deux angles que forme une 
des cordes paralleles avec la perpendiculaire au plan diametral qui 
passe par leurs milieux. On aura done encore 

Acosat + FcosP+Ecosy 
cosA 

F cos a -4^ B cos p -i- D cosy 

COS/Jl 

Ecosg + DcosP+Ccosy s 

cosv cos 3 

et, par suite, I’equation du plan diametral ou I’equation (i4) pourra 
etre rediiite a 

(i8) j (|cosX -t- n cosjjn- C cosv) + (G cosa + H cosP + 1 cosy) cos3 = o. 

Lorsque les cordes de la surface (i) deviennent paralleles a I’un des 
axes coordonnes, Tune des trois quantites cosa, cos^, cosy se reduit 
± I, les deuxautres s’6vanouissent, et I’equation (i3) du plan dia- 
metral prend une des trois formes 


(19) 


(20) 

F^-+-BY]-hDC-i-H = o, 

( 2 r) 

E^“hDY} + C?-l-* 1=0. 


Ces trois dernieres equations representent done les trois plans diame- 
traux qui passent par les milieux des cordes paralleles aux axes des 
x,yet s. Lorsque ces trois plans se coupent en un meme point, ou sui- 
vant une meme droite, les coordonn6es de ce point ou de cette droite 
verifient evidemment la formule (i3), quelles que soient d’ailleurs les 
valeurs attribuees aux angles a, p, y. Done tous les plans diametraux 
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passent alors par ce point ou cette droite, qui est le centre ou le lieu 
des centres de la surface (i). 

Pour qu’un plan diametral coupe a angles droits les cordes paralleles 
donl il renferme les milieux, ou, en d’autres termes, pour qu’un plan 
diametral divise la surface (i) en deux parties symetriques, etdevienne 
ce qu’on nomme un plan principal de cette surface, il est necessaire et 
il suffit que les cosinus des angles X, (x, v soient proportionnels aux 
cosinus des angles a, p, y, c’est-a-dire que Ton ait 

COSX _ COSjX COSV 

coia ~ cos p ~ cosy’ 

D’ailleurs, si Ton combine la formule (i5) avec la premiere des equa- 
tions ( 7 ) et avec la suivante 

(28) cos*a + cos*j 3 -t-cos*y = i, 

A cosa ¥ cos^ E cosy 
cos a 

Fcosa + Bcosj 3 H-D cosy 
cosj 3 

Ecos«-i-D cosjS + Ccosy 

cosy “ 


on en conclura 

( 34 ) 


ou, ce qui revient au meme, 

I (A — i)cosa-f-FcosP-f-Ecosy = o, 

(26) ' Fcosa-H(B — 5) cos( 3 -i-Dcosy = o, 

( Ecosa + I)cosj 3 +(C — s)cosy = o. 

De plus, si Ton elimine cosa, cos^, cosy entre les formules (aS), on 
obtiendra une Equation en s du troisibme degre, savoir 

(26) (A- 5 )(B-s)(C-«)-D*(A- 5 )-E*(B-«)-F»(C-f) + 2DEF=o. 

Enfin, si Ton pose, dans les formules (aS), 

(37) cos«=j!>cosy, cosP = ycosy, 
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dies deviendront 

f (A — 5)jo -|-Fg' + E = o, 

(28) j F/> + (B-s)y4-D = o, 

( Ejp + D^-t-C — i =0; 

ct il est dair qu’a chaque racine reelle de I’^uation (26) correspon- 
dront : I* des valeurs redles finies ou infinies des variables p, q, dder- 
minecs par les formules (28); 2® des valeurs reelles de cosa, cosp, 
cosy, determin^es par les equations (28) et (27), ou, ce qui revient 
au inline, par Tune des deux formules 


(29) 

(30) 


cosa cosp cosy i 

P 9 t \/ 14- ^ 


cosa _ cosp _ cosy _ 1 

P ~ <1 ~~ ” 


Par suite, si i’on nomme directions principcdes celles que prennent des 
droites menees par I’origine, ou par un point quelconque de I’espace, 
de manibre k former avec les demi-axes des coordonn^es positives des 
angles a, p,y ('), ddermines par le systfeme des Equations (26), (28), 
(29), chaque racine r 4 dle de I’equation (26) fournira gen^ralement 
une direction principale. Done il sera demontr^ qu’une droite menee 
par I’origine, ou par un point quelconque de I’espace, peut toujours 
prendre, relativement k la surface (i), trois directions principales, s’il 
est prouv^ que Pequation (26) a ses trois racines redles. Or la realite 
de ces trois racines est ^vidente, dans le cas partieulier oii les quan- 
tit6s E, F s’kvanouissent. Aldrs, en efifet, I’^uation (26) se partage en 
deux autres, savoir 

(3i) A — 5=0 

et 


(32) 


(B-i)(C-i)-D»=o, 


(^) Nous supposons ici, confom6ment aux convontions g6n6ralem6nt adopt6es, que 
chaoun des angles a, p, y est positif et infSriear k i8o“. 
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que Ton verifie en prenant 
(33) « = A. 


et 

(34) 


B + C 

s 

2 



Done, si Ton fait 



Tequation (26), dans le cas particulier dont il est question, aura pour 
racines les trois quantites reelles A. s', s". D’autre part, si Ton nomnid 

s_«. S', s^ s. 


les valeurs reelles qu’acquiert la fonction 

(36) S = (A-i)(B-s)(C-s)-D5(A-5)-E»(B-s)-Fs(C-5)4-al)EE, 
quand on attribue successWement a la variable s les quatre valeurs 

(37) s'—— 00, S = ^, s=:s", s = oo, 


rangees, comme on le voit ici, par ordre de grandeur, on aura 

S' = — E®(B — j;')-F*(C — j') + 2DEF ' 

= aDEF - i(B - C) (E*- F») - (E» 4 - F*) y/ D*, 

S" =-E*(B-j'')-F*(C-/) + 2BEF 

= 2DEF -^(B - C) (E*- F») 4- (E*+ F*) ^ 

8 . = — 00; 


puis, en faisant, pour abreger, 

(38) 2DEF-HB-C)(E*-F») = P, (B-C)EF+D(E®-F‘) = 0, 
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et ayant 6gard a la formule 

(39) (E»4-F*)*|^^?-:^y+D*]=ps+Q» (>), 

on trouvera definitiyement 

/ S_«=oo>o, 

(40) j S'=P-v/P*+Q*< 0 , S‘'=P + v/P*+Q®>o, 

V S>= — CXI<0. 

Done si, dans le premier membre de I’equation (26), on attribue suc- 
cessivement k la variable s les quatre valeurs — as, s', s">-/ et + », 
on obtiendra quatre resultats alternativement positifs etn^gatifs. II est 
permis d’en conclure que I’^quation (26) aura toujours trois racines 
reelles, la premibre infbrieure a la limite/, la deuxibme comprise entre 
s' et s", la troisibme superieure a la limite s". Dans le cas particulier 
que nous avons d’abord considbre, les quantiles P, Q et, par suite. S', 
S" s’evanouissent en meme temps que les quantiles E, F; ainsi qu’on 
devait s’y attendre, puisque s', s'^ sont alors deux racines de I’bqua- 
tion (26). Ajoutons que la conclusion gbnbrale a laquelle nous sommes 
parvenus subsisterait encore, si Ton dbsignait par s', s", non plus les 
racines de I’bquation (28), mais les valeurs rbelles de s qui vbrifient 
I’une des deux Equations 


(40 

(G-0(A-s)-E*=o 

ou 


(42) 

(A-.0(B-.O-F*=o; 


(») Pour obtenir rSquatiou (89), U suffit de combiner entre elles, par voie de multipli- 
cation, les deux formules imaginaires 

(F + Et/ri)* 

= aDEF — |(B — C)(E»-F*)-f-[(B — C)EF-t-D(E> — F*)]v(^ =P-+-Qv''^, 

(F-E»/=T)* (5^-^-D^/=:7)=P-Q/=l. 

QBsw«# de C.T- s. n, t. vin. 


3 
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c’est-a-dire, en d’autres teraies, si Ton prenait 



Cela pose, admettons que Ton ait calcule les trois valeurs de ^'etles 
ti’ois valeurs de /‘'fournies par les equations (35), (43) et (44)- On 
sera en droit d’affirmer que des trois racines reelles de T^quation (aC) 
la premiere est infferieure a la plus petite des valeurs de s', la deuxifeme 
superieure a la plus grande des valeurs de s', mais inferieure k la plus 
petite des valeurs de s", et la troisi^me superieure a la plus grande des 
valeurs de s". 

Concevons maintenant que Ton d4signe par 

(45) Si, 5j, Si 

les trois racines reelles de I’equation (26), et par 

(46) «!, j3,, «s, Ph, 7s; «„ y, 

les valeurs correspondantes des angles a, [3, y tirees des formules (28) 
et (29). Chacune des equations (zS) sera verifies lorsqu’on attribuera 
aux variables s, «, p, y un quelconque des trois systemes de valeurs 
dont il s’agit. Par consequent la premifere de ces equations donnera 

(A — Si)cosai + Fcos(3, + Ecosyi = o 
et 

(A — Sj) eos«j4-Fcos(3i + Ecosyj=o; 

puis on en conclura, en eiiminant la quantity A, 

(Ss — Si ) cos «1 cos a* -f- F ( cos Pi cos a, — cos ai cos Ps ) 

-HE(cosyi cosaj — cosaj cosyj) = o. 

En raisonnant de meme, on tirera de la deuxifeme des equations (25) 

(St—Si) cos Pi cosP» + D (cosyi cosPs — cosPi cosy,) 

+ F (cosa, cosP,— cosp, cosa,) = 0 , 
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et de la troisifeme 


(^s— Sj) cosyi cosys + E(cosai cosys — cosyiC.osaj) 

4- D(cos^i cosys— cosyi cos|3s) =o. 

Enfin, si Ton ajoute, membre a membre, les formulas (47)» (48), (49), 
on trouvera 

(5s— Si) (cosai cos«,+ cosPi cosPs+ cosyi cosyj) = o 



et, par suite, 

(50) oosKi cosas+ cos(3i cosPs-h cosyi cosys= o, 

pourvu que les racines Si, Sj ne deviennent point egales entre elles. 

On trouvera de meme, en supposant inegales les racines s, , Sg, 

* 

( 5 1 ) cos «! cos as 4- cos Pi cos j3s 4- cos y 1 cos y, = o 
et, en supposant inegales les racines Sa* 

(Sa) cos a, cos a, 4- cos Pa cos Ps 4- cosyj cosy,=o. 

D’ailleurs, les premiers membres des formules (5o), (5i), (Sa) expri- 
meront evidemment les cosinus des angles compris entre les trois 
directions principales. Done, puisque ces cosinus se r^duiront k zero, 
les directions principales seront celles de trois droites perpendicu- 
laires Tune a Tautre. Ajoutons que chacune de ces droites, si elle 
passe par Torigine, sera repr6sentee par les equations comprises dans 
la formule 

a; y ' z ^ 

(53) 

cos a cosp cosy’ 

les valeurs de a, p, y 6tant tirees des formules (aS) et(26); ou, ce qui 
revient au m§me, par les trois equations 

/ (A — s)a7 4-Fjr’ + Es = o, 

(54) Fa?4-(B— 5)/ + D* = o, 

, . ( Ea! + Dy+(C — i)s =0, 
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la valeur de s Qtant Tune de celles que nous avons d^si’gn^es par 

S-i, S3. 

Dans ce qui precede, nous avons admis que les'trois racines s.^, 
S3 etaient inegales. Si deux de ees racines, par exemple les deux plus 
petites, devenaient 4gales entre elles, elles coincideraient necessaire- 
ment avec les valeurs de s' tirees des formules (35), (43) et (44)- Au 
contraire, si les deux racines egales surpassaient la troisifeme, elles 
coincideraient avec les valeurs de s" tirees des memes formules. Done 
chacune des racines egales sera toujours une valeur de s propre k 
verifier simultan^ment les Equations (26), (32), (4i), (42), et par 
consequent la formule 

(55) {A-i)(B-j)(C-s) = D*(A-«) = E*(B-5) = Fs(C-s) = DEF. 

On aura done, pour cette valeur de s, * 


(56) 


A EF 


n C-™ 


C — 5 : 


DE 
F ’ 


d’ou Ton peut conclure que les trois equations (28) seront reduites a 
la seule equation 

( 07 ) EFj9 + FD? + DE = 0 , 

et les trois Equations (54) a la seule Equation 

(58) EFa! + FD/ + DE 5 =:o. 

II sera done permis d’attribuer aux variables p, q I’un quelconque des 
systfemes de valeurs propres k verifier la formule (57). Par suite, les 
valeurs de cosa, cos^, cosy, donn4es par la formule (29), ne seront 
pas completement determin6es; et les deux directions principales, 
eorrespondantes aux deux racines egales de I’equation (26), seront 
celles de deux droites menses arbitrairement par Torigine dans le plan 
que represents I’equation (58). Or il est Evident qu’on pourra choisir 
encore ces directions de manibre qu’ellessoientperpendiculaires entre 
elles. Quant k la troisibme racine de I’euuation fnS'), elle continuera 
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de fournir une direction principale perpendiculaire aux deux autres, 
et par consequent au plan represents par I’equation (58).. 

Si, dans le cas que nous venons d’examiner, on designs par ? la 
valeur commune des deux racines egales de I’equation (26), on aura, 
en vertu des formules (56), 


(59) 


PD 



Par consequent, les coefficients A, B, C, D, E, F verifieront les deux 
equations de condition comprises dans la formule 


(60) 



FD DE 

E F ■ 


Reciproquement, lorsque ces deux equations sont verifiees, on pent 
affirmer que I’equation (26) a au moins deux racines egales entre 
elles. En effet, si Ton designs alors par q la valeur commune des trois 
membres de la formule (60), on trouvera . 


(61) 


, EF 

A = s + ^, 


T, FD 
B — s+ jj > 


^ DE 

C = S+-jr, 


et la substitution des valeurs precedentes de A, -B, C dans I’equa- 
tion (26) reduira cette equation a la forme 


(62) 



FD DE\ _ 


S’il y avait egalite entre les trois racines de I’equation (26), cha- 
cune d’elles coinciderait necessairement avec les trois valeurs de s et 
les trois valeurs de determinees par les formules (35), (43) et (44)- 
Done alors les radicaux renfermes dans ces formules s’evanouiraient, 
et les coefficients A, B, C, D, E, F Y6rifieraient les trois conditions 

(es, (^)Vb-=o, (^)’+p=o. 

ou, C© (jui reviont an mStDe, l6S ciuq equations de condition comprises 
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dans les deux formules 

(64) A = B = C, D = E = F = o. 

De plus, en d^signant par q la valeur unique de ^ a laquelle se redui- 
raient les trois racines egales de I’equation (26), oii trouverait 

(65) s = A = B = C. 

Enfin, il est clair que, en vertu de cette valeur et des conditions ( 64 )» 
les equations (28) et ( 54 ) deviendraient identiques. Done les valeurs 
de p, q, propres a verifier les Equations (28), deviendraient comple- 
tement indetermin^es; et les trois directions principales, correspon- 
dantes aux trois racines 6gales de I’equation (26), seraient celles de 
trois droites menees arbitrairement par I’origine, ou par un point quel- 
conque de I’espace. On pourrait, d’ailleurs, choisir encore ces direc- 
tions de maniere qu’elles fussent perpendiculaires pntre elles. Ajou- 
tons que, dans le cas 011 les conditions (64) sont reinplies, les trois 
racines de I’^quation (26) sont toujours Egales, puisque cette equa- 
tion se reduit alors a la forme 

(66) (5-A)*=o. 

Les deux cas que nous venons d’examiner, e’est-k-dire ceux qui se 
rapportent a I’egalite de deux ou trois racines dc I’^quation (26), sont 
evidemment les seals qui fournissent, pour les quantites p et q, des 
valeurs indetermindes. En effet, pour que cette circonstance arrive, il 
est n^cessaire que les trois Equations (28), qui s’accordent toujours 
entre elles en vertu de la formula (26), se r6duisent k une seule et 
meme equation ou deviennent toutes identiques. Or les trois Equa- 
tions (28) ne peuvent pas se reduire a une seule, k moins que les six 
quantitEs 

(67) A-5, B-5, C-s, D, E, F 
ne vErifient la .condition 

(68) A — s:F;E:: F:B — f:D::E:D:C — 
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et, par consequent, les deux formules 

A — j5 _ F E F_B— s D 

qui peuvent 6tre reinplac 4 es par les Equations ( 56 ), et qui entrainent 
la formule (6o) avec Tegalit^ de deux des racines s,, s^, s^. De plus; 
les trois equations (28) ne peuvent devenir identiques que dans le cas 
oil les quantiles (67) s’evanouissent, et, par consequent, dans le cas oii 
les conditions (64), etantverifiees, entrainent I’^galite des trois racines 
dont il s’agit. 

II resulte des consid6rations precedentes que, par I’origine ou par 
un point quelconque de I’espace, on pent toujours mener trois droites 
perpendiculaires entre elles, et dont les directions soient principales 
relativement a la surface (i). On voit, en outre, que ces droites seront 
complfetement determinees, ou Tune determinee et les deux autres 
ind^termin^es, mais comprises dans un plan donne, ou toutes les 
trois ind^terminees, suivant que I’^quation (26) ofiFrira trois racines 
in^gales, ou une racine simple et deux racines egales, ou enfin trois 
racines egales. 

Supposons maintenant que Ton coupe la surface (i) par une droite 
dont la direction coincide avec Tune des directions principales, et 
soient yj, K les coordonn^es d’un point situe sur la meme droite, Les 
coordonn6es variables x, y, z de cette droite verifieront la formule (2), 
pourvu que Ton attribue aux angles a, p, y les valeurs correspondantes 
k la direction principals dont il s’agit. Soit d’ailleurs r la distance com- 
prise entre les points (^, tq, Q et {x,y, s). Comme les coordonn^fes a?, 
y, z du point oil la droite rencontrera la surfacd satisferont en mdme 
temps k r^quation (i) et aux formules ( 5 ) ou (6), la valeur de r, cor- 
respondante a ce point, sera fixee par Tune des Equations (8), (10), 
les valeurs de s, t, u etant determinees, k I’ordinaire, par les for- 
mules (7), dont la seconde, combinee'avec la formule (24), donnera 

(69) t cos cosj 3 -l-Ccosy ) -hG cosa -i-HcosP 4- 1 cosy. 

Done, puisque les racines de Tequation (10) sont 6gales, abstraction 
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faite des signes, aux racines de I’equation (8), chacune de ces equa- 
tions fournira toujours, dans Thypothese admise, une valeur r^elle de 
la variable r. On est en droit d’en conclure que les deux equations 
reunies offriront quatre racines reelles, satoir deux racines positives 
et deux racines negatives, k moins que les valeurs attributes aux 
angles a, y ne vtrifient la condition 

(70) S = 0, 

c’est-k-dire la formule (g). Done, si Ton excepte le cas particulier oii 
cette condition serait satisfaite, la droite que Ton considfere, prolongee 
dans un seul sens, ou d’abord dans un sens et ensuite en sens contraire, 
rencontrera la surface (i) en deux points determints de position sur 
cette droite. On doit toutefois observer que ces deux points cesseraient 
d’ttre distincts, si les deux racines positives appartenaient a une seule 
des equations (8), (10), et devenaient egales entre elles. Or, e’estee 
qui arriverait effectivement, si la droite et la surface devenaient tan- 
gentes Tune k I’autre. ' 

Lorsque les angles a, p, y, correspondants k une direction princi- 
pals, ne verifient pas la condition (9) ou (70), et que Ton fait coin- 
cider le point ($, Y],^) avec le milieu d’une corde ou secante parallkle 
k cette direction, les equations (8) et (10) sont necessairement veri- 
fiees par une meme valeur positive de r qui represente la moiti6 de la 
corde dont il s’agit. Par suite, cette valeur de r satisfait encore k la for- 
mule (i i), et les coordonnees vj, ^ du milieu de la corde v6rificnt 
r^quation (12), qui, en vertu de la formule (69), peut Stre rkduite k 

( 71 ) cosa -f- 7) cos (3 -I- ^ cosy) - 1 - G cosa -h H cos(3 4 - 1 cosy = 0 . 

Si la secante se changeait en une tangente k la surface (i), les deux 
extremites de la corde et son milieu coincideraient avec le point de 
contact; tandis que la distance r, rkduite k z6ro, representerait la 
valeur commune des racines devenues egales de l’6quation (8) ou de 
I’equation (10). Done alors les coordonnees (^, yj, du point de con- 
tact rerifieraient, non seulement la formule (71), mais encore la for- 
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mule (ii) rMuite a 

(73) m=K. 

Remarquons, d’ailleurs, que I’^quation (72), qu’on peut ecrire comme 
il suit 

(78) A$*-t-Bv]»+CC>+2DYl? + 2EC| + 2F^YH-2G? + 2HYH-2l?=K, 

exprime simplement que le point (?, r], i^) est situe sur la surface (i). 
Quant a I’equation (71), elle est evidemment celle d’un plan perpen- 
diculaire a la direction principals que Ton considfere; et, d’apres ce 
qu’on vient de dire, ce plan devra renfermer les milieux ou les points 
de contact des cordes et des tangentes parallfeles k cette direction. 
Done ce plan divisera la surface en deux parties symetriques, et sera 
toujours ce qu’on nomme un plan principal. 

Lorsque les angles a, p, y, correspondants a une direction princi- 
pals, satisfont k la formule (9) ou (70), la valeur nulle de s est une 
racine de I’equation (26), et par consequent les coefficients A, B, C, 
D, E, F verifient la condition 

( 74 ) ABC-AD>— BE*“-CF*-i-2DEF = o. 

En merae temps, la valeur de t, donnee par la formule (69), se reduit a 

(75) i = Gcosa-hHcosp-hlcosy, 

et les Equations (8), (10) deviennent respectivement 

(76) 2fr-i-M = K, 

( 77 ) —2tr-{-u = K. 

Alors, si la valeur de t ne s’evanouit pas, une droite menee par un point 
quelconque (?, y], 1 ), parallfelement a la direction principale que Ton 
considfere, coupera la surface (i) a une distance r du point (i, tt], ^), 
representee par la racine positive de I’equation (76) ou de I’equa- 
tion (77). Mais il n’y aura qu’un seul point commun a la droite et a 
la surface; et, comme on ne pourra plus choisir r\, de manikre k 
verifier I’^quation (71), dont le premier membre sera precisement egal 

OSuinret de C. - S. II, t. VIII. 4 
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a t, on verra disparaitre le plan principal que representait cette memo 
equation. An contraire, si t s’evanouit, c’est-a-dire si les valeurs de a, 
p, Y verifienl la condition 

(78) Gcosa-t-Hcos^ + Icosy = 0, 

les equations (76) et (77) se reduiront a la formula (72) ou (73); 
et, comme cette formula se trouvera satisfaite, quel que soil r, ou ne 
pourra I’etre, suivant que le point (?, v), Q sera ou ne sera pas compris 
dans la surface (i), il est clair que chaque droite, menee parallfelenienl 
a la direction principale, sera situee tout entifere sur cette surface, 
ou n’aura aucun point commun avec elle. Done alors I’equation (t) 
repr^sentera une surface cylindrique, dont les generatrices, prolon- 
gees dans un certain sens, formeront avec les demi-axes des coor- 
donnees positives les angles a, p, y- Or, dans ce cas, tout plan per- 
pendiculaire a la direction principale divisera 4videmment la surface 
cylindrique en deux parties symetriques, et pourra, en consequence, 
etre considere comme un plan principal. Il est d’ailleurs aise de voir 
que les coordonnees d’un semblable plan satisferont k la formule (71), 
attendu que cette formule deviendra identique, et sera verifiee inde- 
pendamment des valeurs attribuees aux variables rj, 

Faisons maintenant, pour abr^ger, 

(79) !a = Gcos«4-Hcos(3 + Icosy; 

s et aw designeront ce que deviennent les deux polyndmes du premier 
et du second degre, dont la somme forme le premier membre de I’equa- 
tion (i), savoir, 

(80) Aa:*4-Bj*+Cs®+3Dj's + 2E5a;4-2Fi»7 et a(Gir 4 -H/h-Is), 

quand on y remplace a?, z par cosa, cos^, cosy. Cela posd, il rdsulte 
des observations prdeddentes que toute droite, qui offrira une direc- 
tion principale relativement la surface (i), sera perpendiculairc a un 
plan principal, si la valeur correspondante de la quantite s vdrifie la 
condition 


(81) 


^*> 0 , 
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et a une infinite de plans principaux, si les valeurs correspondantes 
de j et 0) verifient les deux formules 

( 83 ) A-r=0, M = 0. 

I^e cas ou Ton aurait a la fois 

(83) .9 = 0 , u®>o 

est le seul dans lequel le plan principal disparaisse. D’ailleurs nous 
avons prouve ci-dessus qu’il existe, par rapport k la surface (i), trois 
directions principales et perpendiculaires entre elles, lorsque I’equa- 
tion (26) n’a pas de racines 6gales, et, dans le cas contraire, une infi- 
nite de systfemes de directions principales qui, etant prises trois a 
trois, sont encore perpendiculaires Tune a I’autre. Done, k moins que 
I’equation (26) n’offre une racine nulle ou des racines nulles, corres- 
pondantes k une valeur positive ou negative de o), et, par consequent, 
propres k verifier les conditions ( 83 ), il existera, pour la surface du 
second degr6, trois plans principaux et perpendiculaires entre eux, ou 
une infinite de systemes de plans principaux, qui, etant pris trois a 
trois, se couperont k angles droits. Les systfemes de plans rectangu- 
laires, dont il est ici question, se reduiront effectivement k un seul, si 
I’equation (26) n’a pas de racines egales ni de racines nulles. Alors les 
trois plans principaux se couperont suivant trois droites perpendicu- 
laires entre elles, et que Ton nomme acces principeuix. Mais, si l’ 4 qua- 
tion (26) admet, ou des racines 6gales qui different de z6ro, ou quelque 
racine nulle correspondante k une valeur nulle de w, le nombre des 
systfemes des plans principaux et perpendiculaires entre eux etant 
alors infini, les droites, suivant lesquelles ils se couperont mutuelle- 
ment, offriront Une infinite de systemes d’axes principaux. 

Une remarque importante k faire, e’est que tout point, suivant lequel 
se coupent trois plans principaux rectangulaires entre eux, et par con- 
s4quent trois axes principaux, est toujours un centre de la surface (i). 
En effet, trois plans de cette espkee 4 tan,t donnks, construisons un 
parallelepipkde rectangle qui ait pour centre leur point d intersection. 
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pour sommets huit points dont I’un au moins soil situ6 sur la sur- 
face (i), etpour aretes des droites perpendiculaires aux plans dont il 
s’agit. Comme les huit sommets, consid^res deux a deux, seront places 
svmetriquement par rapport a I’un de ces mfimes plans, ils appartien- 
dront tous a la surface (i); et les deux sommets opposes, qui forme- 
ront les extremit4s d’une diagonale, coincideront sur la surface avec les 
deux extremites d’une corde dont le milieu sera precisement Ic centre, 
du parallelepipfede. Done, puisque I’un de ces points pourra etre nn 
point quelconque de la surface (i), celle-ci aura pour centre le point 
d’intersection des trois plans principaux. 

Reciproquement on pent affirmer que tout point qui sert de centre 
a la surface (r) est en m 4 me temps le point d’intersection d’un systfeme 
ou d’une infinite de systfemes d’axes principaux de la surface. C’est cc 
que Ton demontrera sans peine a I’aide des considerations suivantes. 

Les plans diametrauxrepresent 4 s par les Equations (19), (20) ct (at) 
se couperont en un point unique, si les plans parall'eles inenes par 
I’origine, et repr4sent6s par les formulas 


( 84 ) 

Aa; + Fj -t- Es = 0 , 

(85) • 

Fa +By-hD4! = o, 

(86) 

Ea 4- My 4 - Ca = o, 


n’ont d’autres points communs que cette origins meme ; ou, en d’autres 
terraes, si Ton ne peut satisfaire aux formules (84), ( 85 ), (86) que 
par des valeurs nulles des coordonn^es 00 , y, s. Alors la surface (i) 
aura un centre unique, .et aucune des racines de I’equation (26) ne 
s’6vanouira. Car, si une ou plusieurs de ces racines se reduisaient a 
zero, on pourrait trouver un systfeme de valeurs ou une infinite do sys- 
temes de valeurs de a, p, y propres a verifier la formula (24), et par 
consequent les trois Equations 


(87) 


A cosa + F cos(3 + E cosy = 0 , 
F cos«^- 4 - B cos|3 -+- D cosy = 0 , 
Ecos« + Dcosj3 + Ccosy = o; 
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puis, en determinant oo, y, z par la formule 

( 88 ) = 

cos a cosp cosy 

c’est-k-dire, en prenant pour cc, y, z des quantites proportionnelles a 
cos a, cosp, cosy, on obtiendrait une infinite de systemes de valeurs 
de oc,y, z propres k verifier les equations ( 84 ), (85), (86). D’ailleurs, 
quand Tequation (26) n’offre pas de racines nulles, il existe un systbme 
ou une infinite de systemes de plans principaux et rectangulaires, 
dont chacun passe necessairement par le centre unique de la surface. 
Done par suite il existe, dans Thypothese admise, un systfeme ou une 
infinite de systemes d’axes principaux qui ont pour point d’intersec- 
tion le centre dont il s’agit. 

Si les plans (19), (20) et (21) se coupent suivant une meme droite, 
tous les points de cette droite seront autant de centres de la surface (i). 
De plus, la droite parallble menee par I’origine sera repr6sent6e par 
les Equations ( 84 ). ( 85 ), (86); et les angles a, p, y, formes par cette 
droite avec les demi-axes des coordonn^es positives, v6rifieront les 
Equations ( 25 ). Done ces angles et une valeur nulle de la variable s 
v6rifieront la formule (24). Par consequent. Tune au moins des racines 
de r^quation (26) deviendra egale a zero. D’autre part, comme les 
equations (19), (20), (21) devront subsister simultan6raent, et que 
de ces equations, respectivement multipliees par cos«, cosp, cosy, on 
d6duit, par voie d’addition, la formule (78), il est clair que, dans 
riiypotlibse admise, les angles a, p, y devront satisfaire encore a cette 
formule, e’est-a-dire a la condition (o = o. D’ailleurs, quand une 
racine de I’^uation (26) s’evanouit avec la valeur correspondante 
de <0, la surface (i) devient une surface cylindrique, et il existe une 
infinite de systbmes de plans principaux perpendiculaires entre eux, 
dont I’un coupe toujours a angles droits les generatrices de la surface; 
d’oii il suit que les deux autres plans ont pour commune intersection 
une droite parallble a ces memes generatrices. Enfin il est evident : 
I® que la droite dont il s’agit devra coincider avec celle qui sera le 
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lieu des centres de la surface cylindriquo; 2“ que le plan principal, 
perpendiculaire aux generatrices et par consequent a cetto droitc, 
pourra la couper en un point quelconque. Done, dans le cas que I’on 
considere, chacun des centres de la surface sera encore le point d’in- 
tersection d’un syslfeme ou d’une infinite de systfemes de plans princi- 
paux rectangulaires, et par suite d’un systfeme ou d’une infinite de 
system es d’axes principaux. 

Si les plans (19), (20), (21) se reduisaient a un seul, tous les points 
de celui-ci pourraient encore 6tre consideres comme des centres dc la 
surface (i). Dans la meme hypothese, les equations (87), reduites a 
une seule, seraient verifiees par tous les systemes de valeurs de a, p, y 
qui exprimeraient des angles compris entre les demi-axes des coordon- 
nees positives et Tune quelconque des droites paralleles au plan dont 
il s’agit. Done alors la surface (r) pourrait etre engendree, d’une infi- 
nite de maniferes, par des droites parallfeles a ce plan; ct par conse- 
quent I’equation (i) ne pourrait representer qu’un plan ou un systemo 
de plans paralleles. On arriverait aux memes conclusions en observant 
que, dans I’hypothfese admise, on aura necessairement 

1^9) A:F:E:G::F:B;D:H::E:D:C:I, 

ou, ce qui revient au meme. 


(90) 

ct par suite 
(90 

(9a) 


A F_E_G F_B_b H 
F B D H’ E~D~C~T’ 




C = 


DE 
F ’ 


DG = EH = FI. 


Si I’on a egard a ces derniferes formules, et que I’on designe par L la 
valeur commune des trois produits DG, EH, FI, on trouvera 


H=: 


L 

E’ 


1 = 


( 93 ) 


L 

D’ 


L 

F’ 
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et I’equalion (i), divisee par DEF, donnera 


(94) 


fx y 2L fx y z\ K 

VD'''E''"Fj ■*'DEFVn''''E 


puis Ton en tirera 


( 95 ) 


X r z 

D F 




Or cette dernifere ne representera jamais qu’un systfeme de plans paral- 
Ifeles, qui se confondront, si Ton a 

(96) L*+KDEF=o. 

D’ailleurs, puisque les equations (19), (20), (ar) devront subsister 
simultanement, les valeurs de a, p, y, propres a verifier les for- 
mules (87), fepontevanouir, nonseulement la quantite s, mais encore 
la quantity co. Done il existera une infinite de systfemes de plans prin- 
cipaux dont Tun coi'ncidera n^cessairement avec le plan men6 k egale 
distance des plans parallbles repr^sentes par Tequation (i), e’est- 
ii-dire, en d’autres termes, avec le lieu des centres de la surface (i). 
Quant aux deux autres plans principaux, on pourra les faire coincider 
avec deux plans quelconques perpendiculaires Tun a I’autre, ainsi 
qu’au premier; d’oii il resulte qu’un point quelconque de celui-ci, 
e’est-a-dire, un quelconque des centres de la surface (i), pourra etre 
regard^ comme le point d’ intersection d'un syst'eme ou d’une infinite 
de systbmes d’axes principaux. 

Considerons maintenant en particulier les cas oil I’^quation (26) a 
des racines egales. Si I’on suppose d’abord que deux racines soient 
egales et differentes de zero, a la valeur commune q de ces deux racines 
correspondront une infinite de directions principales, qui formeront, 
avec les demi-axes des coordonn6es positives, des angles a, p, y 
propres a verifier les formules (29) et (S']), et par consequent la sui- 
vante 


(97) 


EF cosa FD cos|3 4-DE cosy = o. 
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De plus, chacune de ces directions sera.perpendiculaire aun plan prin- 
cipal repr^sente par 

( 98 ) G)cos« 4-(syH-H)cosP + (s? + I)cosy = o. 

Or il est clair que cette dernifere sera satisfaite, pour toutes les valeurs 
de a, p, Y propres a verifier la formule (97), si Ton suppose 

^ 99 ) ~^F “nr ~ DE ’ 

ou, ce qui revient au meme, 

(100) D(s| -t- G) = E(sin - 4 -H) = F(g? -i-I). 

Done les plans principaux relatifs aux directions principales dont il 
s’agit passeront tous par la droite dont les coordonnees v], C seront 
liees entre elles par les deux Equations comprises dans la formule ( 1 00). 
D’ailleurs, si par le point (?, vj, on mene a cette droite uno perpen- 
diculaire qui forme avee les demi-axes des coordonn6es positives les 
angles a, p, y, la perpendiculaire en question rencontrera ou no ron- 
contrera pas la surface (i), suivant que la valeur de r, tiree do la for- 
mule (i i), sera reelle ou imaginaire ; el, dans le premier cas, la distance 
du point de rencontre au point (?, yj, X,) aura pour valeur 

(101) r = 

Or cette valeur restant la meme, pour toutes les valeurs do a, p, y qui 
verifient I’equation (97), il en results que, dans rhypothbse admise, 
la surface (i) sera une surface de revolution, engendrec par un ccrcle 
mobile dont le plan sera toujours perpendiculaire b la droite (100), et 
dont le centre parcourra cette m6me droite. 

On arriverait a la meme conclusion en observant que, dans le cas oii 
deux racines de Tequation (26) deviennent egales, lour valeur com- 
mune ? v6rifie les formules (61), et qu’en consequence I’^uation (1) 
peut etre pT68ent6e sous la forme 

(102) .s*) -f-DEF -I- g - 1 - -+- 2 G^ -f- -t- alii K. 
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Or, si Ton coupe la surface que I’equation (102) representc par un 
plan parallelc a celui dont les coordonn^es ce, y, z verifient la for- 
mul(‘ ( 58 ), la courbc d’ intersection sera evidemment situee sur la 

sphere dont le centre a pour coordonnees les trois quantit6s — — j — — > 

— ct par consequent ellc sera un cerclc dont le centre se trouvera 

place sur le diamblrc de la sphere perpendiculaire au plan ( 58 ), e’est- 
a-dire, sur la droite que represente la formule (100). 

Lorsque deux racines de I’equation (26) sont egales h. zero, lafor- 
mulc (102) devient 

(103) DEF -h ^ 4 - H- aGa;4- 2 Hj + 2l3 = K; 

ct la surface que cette formule representc, etant coup 4 e par des plans 
parallMcs au plan ( 58 ), donne evidemment pour sections des droites 
parallbles k celles quo d6lorminent les deux equations 

(10 4 ) = 

Enfin, lorsque I’equation (26) a ses trois racines egales, les condi- 
tions (64) etant remplies, I’equation (i) se reduit a 

(105) A(a:*-H-/*4--5*)-(-2Gir-)-2H7-4-2ls=K, 

et repr^sente uno sphere dont le centre a pour coordonnees les quan- 
tit^s — — ?j — 4 ’ Concevons a present que, la surface (i) ayant 

un ou plusieurs centres, on designe par v], ^ les coordonnees de Tun 
d’entre eux, et que I’on fasse passer par le centre dont il s agit un sys- 
temc d’axes principaux. Les valeurs de a, p, y et 5 relatives a 1 un de 
ces axes v 6 rifieront la formule (24); et, si I’axe coupe la surface, le 
rayon vecteur r, mene du centre a chacun des points d intersection, 
sera d6termin6 par la formule (11) ou (loi). Alors la valeur de 5, e’est- 

k-dire, cello des racines de I’equation (26) qui correspond k 1 axe que 

5 

OJSuvre^ de C, — S. 11, t, VlII. 
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Ton consid'erc, sera necessairement une quantity affecUe du memo 
signe que la difference K— m; et la distance ar, comprise entrc les 
deux points d’intersection de I’axe principal et de la surface, sera co 
qu’on nomme un axe reel do cette meme surface. Reciproquemcnt, si 
Tune des racines de I’equation (26) cst de m^me signe que la diffe- 
rence K — «, la formule (10 1) fournira une valeur de r; par conse- 
quent I’axe principal, men6 par le centre et correspondant a cette 
racine, coupera la surface (i) en deux points, situes des deux cotes du 
centre et ^ la distance r. Cela pose, admettons d’abord que les racines 
de I’equation (26) soient inegales. Dans ce cas, la surface (i) aura un 
axe reel, ou deux axes r6els, ou trois axes reels, suivant que I’^ua- 
tion (i) offrira une, deux, ou trois racines affectees du meme signe 
que la difference K — u. S’il arrive, au contraire, que deux racines do 
r^quation (i) deviennent egales, et si Ton suppose en outre que lour 
valeur commune soit une quantite affectee du meme signe quo la dif- 
ference K — M, alors la surface (i) sera de revolution autour de I’axe 
principal que fournira la troisibme racine, etlo plan mene par le centre 
perpendiculairement k cet axe coupera la surface suivant un cercle 
dont chaque diamfetre pourra fetre considere comme un axe r6el. Enfin, 
si les trois racines de I’equation (26) sont egales et affectees du memo 
signe que la difference K — «, la surface (i) deviendra une sphkrodont 
chaque diametre sera un axe reel. 

Si Tune des racines dc I’equation (26) etait nulle, la surface (1) 
n’aurait plus de centre que dans le cas ou Ton aurait en mkme temps 
CO = 0; et, dans ce dernier cas, elle se reduirait k une surface cylin- 
drique (voir la p. 26). Alors aussi, en posant ^ = o dans I’equa- 
tion(ioi), on en tirerait r = oo, ce qu’il etait facile de prevoir. 

En terminant cet Article, nous remarquerons que, dans I’equa- 
tion (i), les coefficients D, E, F s’evanouissent toutes les fois que les 
axes coordonn6s sont parallkles a trois directions principales, et les 
coefficients G, H, I, toutes les fois que Forigine est un centre de la sur- 
face. En effet, si I’axe des x est parallkle k une direction principals, on 
verifiera necessairement les equations (25) en prenant pour r une cer- 
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taine racine de I’^quation (26), et posant de plus 

cos«=±i, cosp = o, cosy = o. 

Par suite, los deux dernieres des equations (25) donneront 

(106) ^ E = o, F = o. 

On trouvera de meme, en supposant I’axe des y parallele a une direc- 
tion principale, 

(107) F=:o, D=o; 

et, en supposant I’axe des z parallfele h. une direction principale, 

(ro8) D = o, E = o. 

Done, si Ics trois axes coordonn4s sont parallfeles k trois directions 
principales, on aura en mfime temps 

(109) D = o, E = o, F = o. 

Enfin, si I’origine est un centre de la surface que Ton considfere, les 
Equations (19)* (20), (21) devrontktre satisfaites quand on y reduira 
les coordonn6es v], k z6ro; et Ton aura en consequence 


(no) 


G = 0, 


H = o, 1 = 0. 



DES SURFACES QUE PEUVENT ENGENDRER, 

EN SE MODVANT DANS L*ESPACE, 

DES LIGNES DROITES OU COURSES 

DE FORME CONSTANTE OD VARIABLE. 




Comme les methodes que j’ai employees dans les applications dn 
Caleul infinitesimal k la Geom4trie fournissent le moyen do simplifier 
en plusieurs points les calculs relatifs a la generation des surfaces par 
le mouvement des lignes, j’ai pense qu’il ne serait pas inutile de repro- 
duire ici de nouveau la theorie de ces surfaces. Tel est I’objet que jc 
me propose dans les paragraphes suivants. 

§ !• — liquations Jinies des surfaces engendrees par le mourement des lignes. 

Considerons une ligne droite ou courbe representee par deux equa- 
tions qui renferment, avec les coordonn^es rectangulaires x, y, s, 
deux parambtres ou constantes arbitraires © et s,. Si Ton r^sout ces 
equations par rapport aux constantes dont il s’agit, on en tirera 

(>) p — ©, «>=£,, 

p et wp dksignant deux functions des variables x, y, s. De plus, si Ton 
attribue successivement aux constantes ©, ©, une infinite de valeurs 
arbitrairement choisies, la ligne representee par les equations (t) 
changera de position, souvent m^me de forme, sans decrire aucunc 
surface determin^e. Mais, si I’on etablit entre © et ©, une relation 
quelconque, si Ton suppose, pour fixer les idees, 

( 3 ) 


©i=?(8). 
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^(©) designant une fonction de la constanle 3, les equations (i), 
reduites aux deux suirantes 

(3) t- = 3, w=z<f(B), 

represcnteronl une ligne dont la forme et la position seront complete- 
men t determinees pour chaque valeur particuliere de la constante s. 
Done, si Ton attribue successivement a cette constante une infinite de 
valeurs, la ligne en question se mouvra de maniere a engendrer une 
certaine surface. Ajoutons que I’equation de cette surface sera evi- 
demment celle que produit Telimination de s entre les formules ( 2 ), 
savoir 

( 4 ) = 

Premier exemple. — Concevons que Ton demande Tequation gene- 
rale en termes finis d’une surface cylindnque, e’est-a-dire d’une sur- 
face engendrec par le mquvement d’une droite qui reste constamment 
parallble a elle-m6me. Si Ton nomme a, p, y les angles que doit former 
cette droite prolongee dans un certain sens avec les demi-axes des 
coordonnees positives, eta?,, s, les coordonnees d’un point qu’elle 
renferme, elle pourra etre repr^sentee par les deux equations com- 
prises dans la formula 

x — x^ _ y — yo _ g — s, 

^ ' cosa cosP cosy 

D’ailleurs, on tire de cette formule 

ajcosp— ycosa = afocosp —7, cosa, 

X cosy — s cosa = cosy — s, cosa, 

ou, ce qui revient au m^me, 

(6) xcosP— 7C0sa = 3 , a?cosy — 5COsa = ©i, 

©, ©j d6signant, pour abreger, les deux quantites constantes 
a?, cos P — 7o cos a, a?, cos y — cos a. 

Cela pose, si Ton attribue aux constantes ©, e, une infinite de valeurs. 
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sans etablir entre © et e, aucune relation, la droite representee par les 
equations (6) pourra se mouvoir de maniere a remplir successivement 
tout I’espace. Mais, si Ton suppose ©, = ©(©), les equations ( 0 ), 
reduites a 

(j) ajcosp — /cosa = ©, a?cosy — scosa=:(p(S), 

representeront la generatrice d’une surface cylindrique, et cette sur- 
face, representee elle-meme par I’equation 

(8) a:cosy — 5COSa = <p(a;cosP — jcosa), 

aura une forme et une position dependantes de la fonction ip. 

On pourrait encore presenter I’equation finie d’une surface cylin- 
drique sous une autre forme que nous allons indiquer. 

Pour qu’une droite mobile reste parallble a elle-meme, il suffit qu’elle 
soit la ligne d’intersection de deux plans mobiles qui demeurent res- 
pectivement paralleles k deux plans donnes. Or les equations de ces 
plans mobiles seront de la forme 

(9) ax by -h- czz=B^ Ao? -h B/ -h = ©i, 

a, b, c, A, B, C d6signant des constantes determinees, et e, ©, des 
constantes arbitraires. Done les equations de la generatrice d’une sur- 
face cylindrique pourront s’ecrire comme il suit : 

(10) aa? -+-i/4-cs= ©, Aa;-i-B/-hC5 = <p(S). 

Si Ton elimine © entre ces dernikres, on tirera 

(11) Aa: + By + Cs = o{aa; + by-hcz). 

Il est aise d’en conclure que, pour obtenir I’^quation finie d’une sur- 
face cylindrique, il suffit d’etablir une relation quelconque entre deux 
fonctions lineaires des variables cc, y, s. Dans le cas oii Ton r6duit 
ces fonctions lineaires aux premiers membres des formulas (7), la for- 
mula (ii) se trouve remplac6e par I’equation (8). 

DeiKcUme escemple. — Concevons que Ton demande I’^quation gen^- 
rale en termes finis d’une surface conique, e’est-a-dire, d’une surface 
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engendree par une droite mobile qui passe constamment par un point 
donne. Si Ton nomme y^, 5, les coordonnees de ce point, ou, en 
d’autres termes, les coordonnees du sommet de la surface conique, 
et a, p, Y les angles formes par la g^neratrice avec les demi-axes des 
coordonnees positives, cette generatrice sera representee par les equa- 
tions ( 5 ), desquelles on tirera 

y — yi) _ cos|3 J — gp _ cosy 

X — a!p cosa’ x — ojp “ cosa’ 

OU, ce qui revient au meme. 


(12) 


y-yo _r, 

C/, 

a: — Xq 


^ — -*>0 
X — Xq 


9 (S), 


8 et 9(3) designantles valeurs arbitraires des rapports ^^5 
® cosa cos« 


que Ton suppose liees entre elles de telle sorte que Tune se deduise de 
I’autre. Si maintenant on elimine 3 entre les Equations (12), celle 
qu’on obtiendra, savoir 


(13) 
ou 

(1 4 ) 



representera une surface conique dont la forme et la position varieront 
avec la nature de la fonction 9. II est bon d’ observer que la valeur de 
5 — Sp, fournie par I’equation (i 4 ), est precisement celle qu’on deter- 
mine en egalant a zero une fonction homogbne quelconque des trois 
differences 

x — x^, y—yo, z — so- 

D’ailleurs, si Ton prend pour sommet de la surface conique I’origine 
des coordonnees, ces trois differences se reduiront aux variables x, 
y, s. Done, pour obtenir I’equation d’une surface conique dont le 
sommet coincide avec I’origine, il suffit d’^galer a zero une fonction 
homogfene quelconque de x, y et s. 
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Troisiime exemple. — Concevons que I’on demande I’equation finie 
d’une surface eonoide, engendree par une droite mobile qui passe con- 
stamment par un axe donne, en demeurant perpendiculaire a cet axe. 
Si I’axe dont il s’agit coincide avec I’axe des s, les deux Equations de 
la generatrice seront evidemment de la forme 

(i5) ^ = s = 

et, par suite, I’equation finie de la surface eonoide sera 

(■ 6 ) ~=f(i} 

en sorte que I’ordonnee js de la surface se trouvera exprimee par une 
fonction homogbne de a? ety, d’un degre nul. 

Supposons maintenant que I’axe de la surface eonoide coincide avec 
une droite menee par un point donne (a:o»7o» •®o)» de manifere a former, 
avec les demi-axes des coordonn4es positives, des angles donnes a, p, y. 
La generatrice de la surface pourra 6tre consideree comme produite par 
I’intersection de deux plans mobiles dont Tun passerait constamment 
par I’axe de la surface, tandis que I’autre serait perpendiculaire a cet 
axe. Or, si Ton nomme L, M, N les angles compris entre la perpendi- 
culaire au premier plan el les demi-axes des coordonn4cs positives, 
ces angles verifieront evidemment la condition 

(17) eosa cosL -f- cos^ cosM 4- cosy cosN = 0, 
et I’equation du premier plan sera de la forme 

(18) (x — a;,) cosL 4 - (y — Vo) cosM h- (3 — s,) cosN = o. 

On trouvera par suite 

f cosL cosM 

I (/— 7o)cosy — (3 — so)cos|3 ~ (3 — 3,)cos« — (a; — a;,)cosy 

i cosN 

' ~ — ■®o)cosp~( 7 — j,)cosa’ 
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a 


et Ton en conclura 


(ao) (/ — 7 o)cosy — (g — go)cos(3 _ cosL 

(a? — iro)cosy — (5 — 3o)cosa cosM 

© designant une constante arbitraire. Quant a I’equation du second 
plan, elle sera 6videmment de la forme 


( 31 ) 


a; cosec + ^ COS (3 -4- - cosy = ©1 = 9 ( S ). 


Cela pose, les equations de la generatriee pourront s’6crire comme il 
suit 

/ (7 — yo)cosy — (.8 — g,)cos |3 
(22) ) (^ — a;o)cosy — (s — 5(,)cos« 

( j?cosa+7COsp + 8COsy = ip(©), 


et I’equation finie de la surface conoide sera 


(23) 


xcoaa -t-ycosp + i!COsy 


= ?[ 


(7 — ro)cosy — (.8 
(^ — jfo) cosy — (8 


So) cos p i 
80 ) cosaj 


Si, dans cette dernibre formule, on pose a = ^» B = ^> y = o, = o, 
= o. So = 0, on retrouvera pr6cis6ment I’equation (16). 

Quatriime exemple. — Concevons que Ton demande I’^quation finie 
d’une surface de rivolution. On pourra prendre pour g6neratrice de 
cette surface, ou une courbe plane tournant autour d’un axe, nomme 
cmce de rivolution, et situe dans le plan de la courbe, ou, ce qui revient 
au mfeme, un cercle dont le rayon serait variable, mais dont le plan 
resterait toujours perpendiculaire k I’axe dont il s’agit, et dont le 
centre serait situk sur ce mfeme axe. Cela pose, admettons d’abord que 
I’axe de r6volution coincide avec I’axe des s. Les deux Equations du 
cercle g^nkrateur seront 6videmment de la forme 

( 24 ) ;r*4-7*=©, 8 = <p(S), 

et, par suite, I’equation finie de la surface de revolution sera 

(aS) 5 = (p(a:*+7>). 


OEuvret de C. — S. II, t. VIII. 


6 
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Supposons maintenant que Taxe de revolution coincide avec une 
droite menee par un point donn^ (a?o* Jo» ®o)> de manifere a former, 
avec les demi-axes des coordonnees positives, des angles donnes «, 
p, y. Le cercle generateur sera evidemment la courbe d’inlersection 
d’une sphere qui aura pour centre le point (a?o,^o> ^o) et d’un plan 
perpendiculaire a I’axe de revolution. Done les equations du cercle 
generateur seront de la forme 

^cosfic + jcosj 3 + acosy = S, 

(a?— /o)*-+- (s — ^0)*= T(S)» 

et r^quation finie de k' surface de revolution sera 

(27) (a? — a?o)*+ (7 — /o)*+ (•s — «o)* = cosa 4-/ cos (3 H- 5 cosy). 

Si Ton suppose, dans cette derniere, « = T — ^0=0, 

= 0, So = o» oil obtiendra la suivante 

de laquelle on tirera une valeur de s semblable k celle que presente la 
formule (20). 

On pourrait generaliser encore les principes etablis au commence- 
ment de ce paragraphe, et faire mouvoir dans I’espace les lignes tel- 
lement choisies que la construction des surfaces engendr^es par Ic 
mouvement de ces lignes dependit de plusieurs fonctions arbitraircs. 
Consid6rons, en effet, une ligne droite ou courbe dont les equations 
soient 

(28) s, e, Gi, ©s, Sj, . . .) =0, F(x, 7, 3, 6, ©„ G„ ©j, . . .) =0, 

et renferment, avec les variables a?, y, z, plusieurs parambtres ou con- 
stantes arbitraires ©, ©<, ©2, ©3, — Si Ton attribue successivement a 
ces constantes une infinite de valeurs arbitrairement choisies, la ligne 
en question changera de position, souvent mbme de forme, sans decrire 
aucune surface dbterminbe. Mais, si Ton etablit, entre les constantes ©, 
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G,, So, © 3 , . . des relations telles que, lavaleurdel’une etant donnee, 
les valeurs de toutes les autres s’en deduisent, si Ton suppose, par 
exemple, 

(29) ©*=%(©), G,=<|/(e), 

?(®)> X(®)» K®) designant des fonctions de la constante e, les Equa- 
tions (i), reduites aux deux suivantes 


(3o) 

! F[a?,7,5,e,9(©),x(S),ip(G), ...] = o. 

representeront une ligne dont la forme et la position seront complete- 
ment determinees pour chaque valeur particulifere de la constante ©. 
Done, si Ton attribue successivement a cette constante une infinite 
de valeurs, la ligne en question se mouvra de manifere a engendrer 
une certaine surface. Or, la forme et la position de cette surface 
dependront Evidemment de la nature des fonctions <p(G), x(®)» 
(|/(©), que Ton peut choisir arbitrairement. Ajoutons que, pour 
obtenir I’Equation de la surface, il suffira d’Eliminer © entre les Equa- 
tions (3o), mais qu’on ne pourra, en gEnEral, effectuer cette Elimi- 
nation qu’apres avoir remplacE les fonctions arbitraires ?(©), x(®)» 
tp(©), ... par des fonctions dEterminEes de la constante s. 

II est bon d’observer que, dans les Equations (3o), on pourrait faire 
dEpendre les unes des autres plusieurs des fonctions ^(g), x(®)» 

t{^(©), . . . , et prendre, par exemple, pour <?(©), x(®)» 'K®) des 

dErivEes de la fonction <p(©). Ainsi, pour fixer les idEes, on pourrait 
supposer 

X(©) = <p'(®b = ?'(©) 

§ II. — Equations aux diffirences partielles des surfaces engendries 
par le momement des lignes, 

ConsidErons d’abord la surface engendrEe par le mouvement de la 
ligne droite ou courbe que reprEsentent les Equations (3) du § I. Si 
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I’on nomme /? et ^ les valeurs des d^riv^es partielles 

dy 

que fournit I’equation de la surface, dans le cas oil Ton regarde a;, y 
comme variables independantes, et 5 comme une fonction de ces deux 
variables, on aura 

(i) dsr=.pdx-^qdy-, 

et cette dernifere equation sera toujours satisfaite, quand les coordon- 
nees a?, 7, z varieront de maniere que le point (a?, 7, 5) decrive une 
courbe comprise dans la surface dont il s’agit. Or, si la courbe en ques- 
tion se confond avec la generatrice de la surface, elle aura pour Equa- 
tions fiinies les formules ( 3 ) du § I. Par suite, les differentielles des 
coordonnees de la courbe verifieront les formules 


^dx-^-^—dv- 


d<^ , 

— ds = o, 
dss 


div 

dx 


dx^—dy\- 



et comme, en faisant, pour abreger, 

dw dv dw 

dy Us ^ dy' 

ds dx dx ds' 

j __ d^ dfv di’ dfp 

I dx dy dy dx ' 


on tirera des equations (2) 


dx dy ds 

R’ 


on conclura definitivement de I’equation (r) combinee avec la for- 
mule {4) 

( 5 ) P/>-t-Q5' = R. 


Telle est Tequation aux differences partielles de toutes les surfaces 
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« 

que peut repr^senter Tequation ( 4 ) du § I. Cette equation aux diffe- 
rences partielles ne renferme plus la fonction arbitraire indiqu^e par 
la lettre <p, mais seulement les derivees partielles de s, savoir, p et q, 
avec les quantites P, Q, R, qui sont des fonctions determinees des 
variables x, y, z. Au reste, on pourrait deduire directement I’equa- 
tion ( 5 ) de la formule ( 4 ) du § I. En effet, pour y parvenir, il suffirait 
de diff^rentier cette derniere formule : i® en regardant x eiz comme 
seules variables ; 2 ° en regardant y s comme seules variables, puis 
d’eliminer la fonction derivee ?'(^) les nouvelles equations ainsi 
obtenues. Ajoutons que Ton pourrait encore etablir Tequation ( 5 ), en 
considerant un point quelconque {x,y, 5) de la surface dont il s’agit 
et observant que, si I’on m'ene par ce point une normals a la surface et 
une tangente a la generatrice, ces deux droites seront perpendiculaires 
Tune k I’autre. En effet, les cosinus des angles formes avec les demi- 
axes des coordonnees positives par la normals et la tangente en ques- 
tion seront proportionnels d’une part aux quantites 

(6) p, q, -I. 

de I’autre aux valeurs de dx, dy, dz tirees des equations (4), et, par 
consequent, aux quantites 

(7) P> Q» R* 

Done, puisque le cosinus de Tangle compris entro les deux droites 
devra s’evanouir, la somme des produits qu’on obtient en multipliant 
deux a deux les quantites (6) par les quantites (7), savoir, 

P/>-hQ9 — R, 

devra se r^duire? k zero. En d’autres termes, la formule ( 5 ) devra etre 

verifiee. 

Premier exempk. — Concevons que Ton demande T6quation aux dif- 
ferences partielles d’une surface cylindrique. Si Ton nomme a, p, y 
les angles formes par la generatrice avec les demi-axes des coordon- 
nees positives, cette generatrice pourra etre representee par la for- 
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mule (5) du § I, de laquelle on tirera 

dx _ dy _ dz 
cosoc “ cosp “ cosy ' 

Or on conclura de la formula (8), substituee a la formula (4) et com- 
bin6e avec I’equation (i), 

(g) cosy=/)cos«-t-?cos(3. 

Telle estl’equation aux differences partielles des surfaces cylindriques. 
Pour r^tablir directement, il suffirait d’exprimer que la normale 
menee par un point quelconque d’une surface cylindrique forme un 
angle droit avec Tune quelconque des generatrices de la surface. 

DeuxUme exemple. — Concevons que Ton demande l’6quatibn aux 
differences partielles d’une surface conique. Si Ton nomme a?#, jo* -o 
les coordonnees du sommet, la genbratrice pourra etre reprbsentbe par 
la formule (5) du § I, de laquelle on dbduira encore la formula (8), et 
par consequent la suivante 

, . dx dv dz 

(10) = ^—Z=l 

x — x^ j — Jo 5 — 5o 

Or on conclura de la formule (lo), substituee a la formule (4) et com- 
binee avec I’equation (i), 

(11) z — Z^z= p{x -- x^) + q{y — y^). 

Telle est I’equation aux differences partielles des surfaces coniques. 
Pour I’etablir directement, il suffit d’exprimer que le plan tangent a 
une surface conique passe toujours par le sommet. En effet, si Ton 
nomme yj, K les coordonnees courantes du plan tangent mene k la 
surface par le point (a?, j, s), on aura 

(la) - — = 

et, si ce plan doit renfermer constamment le point (a?o, j#. ^o), I’equa- 
tion ( 12 ) entrainera evidemment la formule (ii). 
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Dans le cas particulier ou le sommet de la surface conique coincide 
avec I’origine des coordonnees, la formule (ii) se reduit k 

(13) Z=:px + qy. 

Cette dernikre equation est celle que fournit le theorfeme des fonctions 
homogfenes dans le cas oii Ton suppose que la fonction des variables a?, 
y, dksignee par z, est bomogkne et du premier degre. 

Troisiime exemple. — Concevons que Ton demande I’^quation aux 
differences partielles d’une surface conoide. Si cette surface a pour axe 
I’axe des s, la generatrice sera representee par les Equations (i5) du 
§ I, desquelles on tirera 

I T\ dx dy j 

( 14 ) — = — j dz = o. 

X y 

Or on conclura de ces dernieres, substituees a la formule (4) et com- 
binees avec I’equation (i), 

(15) px-¥-qy = o. 

Cette equation aux differences partielles de la surface conoide est pre- 
cisement celle que fournit letbeoreme des fonctions homogenes, quand 
on suppose I'ordonnee z equivalente k une fonction des variables di,y, 
homogkne et d’un degr4 nul. On pourrait encore etablir cette m6me 
equation en observant que, si par le point(aj,jK»-) on mene un plan 
tangent k la surface conoide, il renfermera la gknkratrice tout entikre 
et, par consequent, le point d’intersection de la genkratrice avec I’axe, 
c’est-k-dire, le point qui, sur cet axe, correspond k I’ordonnee z. En 
effet, si, dans I’equation ( 12 ), on pose 

1 = 0 , Yl‘=0, C = 

on se trouvera precisement ramene k la formule (i5). 

Supposons maintenant que I’axe de la surface conoide coincide avec 
une droite menee par le point y^y s^), de manikre k former, avec 
les demi-axes des coordonnkes positives, les angles a, p, y* La genkra- 
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trice pourra Mre representee par les formules (21) et (r8) du § I, des- 

quelles on tirera 

(i 6 ) zo^cLdx 4- cosy = 0 


et 

{ij) cosL rf. 3 ? 4- cosM dy 4- cosN ds = 0. 


Si, d’ailleurs, on combine I’equation (17) avec la formule (19) du § I, 
on trouvera 

1 [( J — 7«) cosy — (-s — «o) cos|3] dx 
+ [(a — 5o)cosa — (ic — ,ro)cosy]rfy 
. + [(ic — ajo)cos(3 — (j' — /o)cosa]rf3 =0. 


Or on conclura des equations (16) et (18), substituees a la for- 
mule (4) et combin^es avec I’equation (i) : 1“ en eliminant la diffe- 
rentielle ds, 


(19) {cosa + p cosy) dx -+- {cos |3 + q cosy) dy = o 


et 

{ (7—70) cosy -{z- s,) cos |3 +p[{x — Xo) cos^ - (7 -7,) cosot] j dx 
+ 1(5 — 5,)cos«— (at — ato)cosy -hq[{x — Xf) cos^ — (7— 70) cosa] jrf/ = 

2® en eliminant les diflP4rentielles dx et dy, 


(21) 


(7— 7o)cosy-(g--g,i)cosp-t-p[(tc-a;o)cosfi-(7-7())cosa] 
cosa+jjcosy 

_ (x! — ao)cosa — (tc — a‘o)cosy 4-g[(a? — a>,,)cosp — (7 — 7o)cosa] 
~ cosp -f-g'cosy 


Telle est I’^quation aux differences partielles de la surface conoide. Au 
reste, cette meme equation peut etre presentee sous une forme plus 
simple, que nous allons faire connaitre. 

Si Ton eiimine dz : i® entre les equations (16) et (17); 2® entre les 
equations (i) et (17), on trouvera 


(cosacosN — cosy cosL) dx -H (cos^ cosN — cosy cosM) dy = 0, 
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et 

(cosL + /) cosN) c?® 4- (cosM + 5' cosN) d/ = 0 ; 
puis on en conclura 

/jjv cosotcosN — cosy cosL _ cospcosN — cosycosM 

cosL*4-/? cosN cosM + ycosN 

D’ailleurs, les fractions quo renferment les deux membres de la for- 
mule (22) etant egales, on obtiendra encore une fraction equivalente 
a chacune d’elles si Ton divise la somme de leurs numerateurs par la 
somme de leurs denominateurs, aprfes avoir multiplie les deux termes 
de la premifere par cos a, et les deux termes de la seconde par cos^, ou 
bien les deux termes de la premiere par x — x^, et les deux termes de 
la seconde par/ —yo - Cela pos6, on tirera de la formule (22), en ayant 
egard aux Equations (17) et (18) du § I, 


(a3) 


cos^« + cos*|3 + cos^y 
cos« + y cosP — cosy 

_ {x — x ^) cos« H- (.r — 7(>) cosP 4- (-s — g,) cosy 
“ p{x~x„)-hq{y-yt) — {s — So) 


ou, ce qui revient au meme, 


j p{x — x^) + q{y — 7 o) — (s — 5o) 

I = (/? cos« 4- y cos|3 — cosy) [(j? — x^) cos« 4- (7 —70) cos^ 4- (^ — ^o) cosy]. 

Telle est, sous la forme la plus simple, I’equation aux differences par- 
tielles de la surface conoide. J’ajouterai que, pour etablir directement 
cette equation, il suffirait de projeter la distance du point s®) 

au point (a?, 7, s) : i® sur I’axe de la surface conoide ; 2“ sur la normale 
menee a la surface par le point (x,y, s), et d’observer que la seconde 
projection, devant fetre 6gale en longueur h la perpendiculairo abaissee 
du point (a?®,7®, 5®) sur le plan tangent, a n^cessairement pour mesure 
le produit de la premi'ere projection par le cosinus de Tangle aigu com- 
pris entre la normale et Taxe. 

Dans le cas particulier oil Ton suppose a=^>p = -^)Y = o, a7(, = o. 


QEuvres de C. — S.II, t. VIIL 
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= 0, So = 0, la formule (24) se reduit, comme on devait s’y attendro, 
a I’equation (i 5 ). 

QuatriSme exemple. — Concevons quo Ton demande Tequatioii aux 
differences partielles d’une surface de revolution. Si cette surface a 
pour axe Taxe de s, le cercle generateur sera represente par les equa- 
tions (24) du § I, desquelles on tirera 

(aS) xdx + ydy = o, dz z=o. 

Or on conclura de ces dernieres, substituees a la formule ( 4 ) et com- 
binecs avec I’equation (i). 


On arriverait ^ la meme conclusion en observant que, dans Thypothese 
admise, la normale menee a la surface par un point quelconque s) 
doit toujours rencontrer I’axo des s, et que, en consequence, la projec- 
tion de la normale sur le plan des x, y doit passer par I’origine. En 
effet, si Ton nomme v)> C les coordonn6es courantes de la normale, 
cette droite sera represent^e par la formule 


(37) 


^ — ^ _ 7— TO 

p <1 


et, pour que sa projection sur le plan des x, y passe par Toriginc, il 
suffira que I’^quation 

(28) = 

P ? 

poit verifiee par des valeurs nulles de \ et de vj. En d’autres termes, il 
suffira que Ton ait — = ou, ce qui revient au meme, ^ — 3 .. 

^ p <} * X y 

Supposons maintenant que I’axe de revolution coincide avec une 
droite menee par le point (a?o,7o>-o)> de manibre k former, avec les 
demi-axes des coordonnees positives, les angles a, p, y, Le cercle 
generateur pourra etre represente par les formules (26) du § I, des- 
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quelles on tirera 

[x-ie^)dx + {y-y^)dy + (z-s;)dz = (i, 
cos« iij; + cos(3 £?/ + cosy dz = o, 

et par suite 

dx _ dy 

(7 “7o) cosy — (5 — 5o) cos|3 ~ {z — 5,) cosa — {x — x^) cosy 

_ dz 

~ (a; — a;o)cos§-0’-7o)cosa‘ 

Or on conclura de la formule (3o), substituee a la formule (4) et com- 
bin^e avcc I’^quation (i), 

( i5[(y-7o)cosy-(3-^„)cos|3] + 5'[(s-5„)cosa-(a;-a!o)cosy] 

(oil 

( — a;|))cos|3 — (j— /o)cosa. 



Telle est I’equation aux differences partielles des surfaces de revolution. 
On pourrait encore etablir cette equation en exprimant que la normale 
men^c k unc semblable surface par un point quelconque («, j, s) ren- 
contre toujours I’axe de revolution. En effet, si Ton nomme I, v], ^ les 
coordonnees courantes de cet axe, on aura 


„ g — a;, _ Y1— 7 o _ S-go 

cosa cos^ cosy 

D’ailleurs, pour que la normale rencontre I’axe, il suffit que les for- 
mules ( 37 ), ( 33 ) puissent 6tre v6rifiees simultanement par un syst^me 
particulier de valeurs de I, vj, Or, si Ton substitue, dans la derniere 
formule, les valeurs de I, t], tirees de la premibre, on trouvera 

jg — Jq — p(C — ^) _ 7~'7o~y(^~'’°l — 

cosa cosP cosy 

(.r - X,) (cosp -h y cosy) - (7 -/o) (cosa +p cosy) 4- ( J - gp) (p cos^ - 17 cos«) ^ 
_ _ _ - 


et, par suite, on obtiendra I’bquation 

/ (® — ajj) (cosP + ? cosy) - (7 -70) (cosa -hp cosy ) 

+(5 — 5o)(pcos|3 — ^cosa) = o, * 

qui coincide bvidemment avec la formule (3i). 
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Dans le cas particulier oil Ton suppose a = ^> P = Y = o, iUo = o, 
= o, So = o, la formule (3i) ou (33) se r^duit, comme on devait s’y 
attendre, kl’equation (26), 

Si Ton faisait mouvoir dans Tespace, non plus la ligne quo deter- 
minent les equations (3) du § I,- naais celle que determinent Ics for- 
mules (3o) du m^me paragraphe, la surface engendree par le mou- 
vement de cette ligne pourrait encore etre representee par une ou 
plusieurs Equations aux differences partielles, qui ne renfermeraicnt 

pas les fonctions arbitraires <p» /.f 4'» Seulement ces equations aux 

differences partielles seraient, en general, d’un ordre superieur au pre- 
mier. Ajoutons que, pour les obtenir, il suffirait de consid^rer, dans 
les equations (3o) du § I, s et 3 comme des fonctions des variables 
independantes sc, y, puis d’eliminer les quantites 


(34) 

( 35 ) 




^*3 

^*3 


dx^ ’ 

dxdy’ 


j ?(©), 

?'(©). 


• • • 9 

%(©), 

X'(S). 


• • •f 


entre les equations (3o) et celles qu’on en deduit par des differen- 
tiations relatives, soit a la variable sc, soit a la variable y. Supposons, 
pour fixer les idees, que Ton designe par m le nombre des fonctions 
arbitraires 


(36) 9(3), x(3), ij;(3), 

et par n un nombre entier quelconque. Si des series (34) et (35) on 
exclut celles des derivees partielles de s, et celles des derivees do 
?(®)> Z.(®)' ••• ^ont I’ordre est superieur a n, le nombre des 

termes de la serie (34) se reduira simplement au produit 

(n + i)(/H-2) 

— j 

2 

et le'nombre des termes compris dans les series (35), a 
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D’autre part, si Ton joint aux equations (3o) du § I leurs derivees 
d’un ordre inferieur ou egal a n, on obtiendra en tout 

(«-hl) («4- 2 ) 

equations; et Ton pourra, entre ccs dernieres, eliminer les differcnts 
termes compris dans les series (34) et (35), des quo le produit 

(« -+- 1 ) (n -f- 2 ) surpassera la somme ^ + (« + i)m, ou, 

ce qui revient au m^me, des que le nombre ^ + i surpassera le 

nombrc m. Or, cettc condition sera remplie si Ton prend n = 2 m — 1 , 
et alors I’^limination produira m equations aux differences partielles 
qui appartiendront toutes a la surface ci-dessus mentionnee. 

Lorsque les equations (3o) du § I renferment une fonction arbi- 
traire <p(s), etse reduisent k 

(3?) = F[x, 7,5, a,9(S)] = o, 

en joignant a cbacune de ces Equations ses deux d^riyees partielles du 
premier ordre, on obtient en tout six equations entre les quantites 






„ dB <?© 
dx’ dy’ 


<p(3), 9'(S), 


ct I’elimination des cinq dernikres de ces quantitks, entre les six equa- 
tions dont il s’agit, produit, comme on devait s’y attendre, une Equa- 
tion aux differences partielles du premier ordre entre les variables 
indEpendantes a?, y ct TordonnEe z considErEe comme fonction de ces 
variables. 

Lorsque les Equations (3o) du § I renferment deux fonctions arbi- 
trages ip(©), x(s)> et se rEduisent a 

(38) = F[ir,7,5, ©, 9(©),x(©)] = o, 

en joignant a cbacune de ces Equations ses dErivEes partielles du pre- 
mier et mEme du second ordre, on n’obtient en tout que doUze Equa- 
tions entre lesquelles il n’est pas possible d’Eliminer, du moins en 
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general, les douze quantites 


( 39 ) 


I da?’ dy‘ do?®’ dxdy’ dj’’ 

( 9(s), ?'(a), ?"(©), x(S). x'(e). x(®)- 


Mais, en s’elevant jusqu’aux d6riv6es du troisieme ordre, on obliendra 
en tout vingt equations entrc lesquelles on pourra eliminer les quan- 
tites (Sg) avec les suivantes 


( 4 o) 


d®0 d*© d»S d»© 

do?*’ dcm^ dy’ dxdy^’ dy’^ 




et r^Iiminalion produira deux equations aux differences partielles du 
troisieme ordre entre les variables independantes x, y et la variable 
principals z. 

II est bon d’observer que, dans certains cas, I’ordre des Equations 
aux differences partielles, produites par I’elimination des quantiles (34) 
et ( 35 ) entre les formules ( 3 o) du § I et leurs derivees successives, 
peut s’abaisser consid6rablement. Supposons, par example, quo ces 
formules renferment trois fonctions arbitraires 9(3), )f(©), '{^(©). 
Comme on aura, dans cette hypothese, tw = 3 , 2w — i = 5 , il faudra 
generalement, pour effectuer Telimination des quantiles (34), (35), 
s elever jusqu aux derivees du cinquifeme ordre, et cettc elimination 
produira trois equations aux differences partielles du cinquifeme ordre 
entre x, y et s. Mais, si Ton etablit entre les fonctions 9(3), y(3), 
;|?(s) les relations 

X(©) = 9'(3), 9(3) = 9^(3), 


ou, en d’autres termes, si les formules ( 3 o) du § I sc r^duisent a 

(40 t’[^,7>^i®»?(S). 9'(S),9‘'(S)]=o, F[a:,7,5,©,9{3), 9'(3), 9 ''(S)]=o,' 

alors, en joignant a ces formules leurs derivees du premier et du second 
ordre, on obtiendra en tout douze equations entre lesquelles on pourra 
Eliminer les onze quantites 


^ dB dB d*B d^B d*B 

d^’ dy' d^’ dJd^’ ?(©). ?'(©), 9"(®)? ?*'(©), 9”(®)? 
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et Telimination produira une seule equation aux differences partielles 
du second ordre enlre les variables independantes x, y et la variable 
principale z. Done la surface engendree par la ligne que representent 
les formules ( 4 >) sera representee elle-meme par une equation aux dif- 
ferences partielles du second ordre, qui ne renfermera plus la func- 
tion 9 , ni ses derivees. Parmi les surfaces de cette nature, on peut 
remarquer celle qui aurait pour generatrice la normale principale d’une 
courbe a double courbure, dont les equations seraient de la forme 

( 43 ) 7 = -5 = ?(«). 

f(a;) d^signant une function donnee, et 9 ( 3 ;) une function arbitraire. 

Considerons encore la surface developpable qui aurait pour genera- 
trices les diverses tangentes que I’on peut meneraune courbe a double 
courbure. Si Ton represente par 

(44) 3? = 9(5), 7=z(-) 

la courbe dont il s’agit, la droite qui touchera cette courbe au point 
dont les coordonnees seront 


( 45 ) Z=z^, ir = 9(S), 7 = x( 3 ) 


pourra 6 tre representee par la formule 


(46) 


jj — 9(S) _7 — x(3) 

?'(©) ~ Z'(S) 


3 


Done, pour obtenir I’equation finie de la surface developpable engen- 
dree par cette droite, il suffira d’eliminer la constants arbitraire © 
entre les deux equations comprises dans la formule (46). Au reste, 
cette elimination ne peut etre effectuee qu’aprfes la determination des 
functions arbitraires(p(©),x.(©)* desquelles depend la construction de 
la surface. 

Soient maintenant/), q, r, s, t les valeurs des d 6 rivees partielles 

ds dz d^z d*z d^z 
55 ’ 5 ^’ dxdy* dy* 

que fournit I’equation de la surface developpable, apres une ou deux 
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differentiations relatives aux variables independantes cc, y. La for- 
mule (i) devra etre verifiee par les valeurs de dx, dy, ds tirees de la 
formule ( 46 ) ; et, comme celle-ci donnera 


(47) 


dx dy j 


on, cc qui revient au memo. 


(48) 


doj dy dz 

a:_(p(8) “ j — x(S) ~ s — Q 


on trouvera definitivement 


(49) i=/>?'(2) + <7Z'(®) 

et 


(5o) 3-a=z;j[a;-9(S)] + g-[ 7 -x(a)]. 

Done I’equation (5o) appartiendra encore a la surface developpable, si 
Ton y regarde a comme une quantity variable determin^e par I’equa- 
tion ( 49 ). Or, dans ce cas, si Ton differentia I’equation (5o) : 1 ° par 

rapport a a?; 2 ° par rapport a y, les coefficients de ^ ou dc ^ seront 

OOP ay 

6 gaux dans les deux membres, et Ton aura par suite 
/ 0 = /-[a:-(p(a)]+ 5 [j-x(e)], 

(di) 

( 0= i[a? — 9(a)] + <[/ — z(a)]; 
puis on en conclura, en eliminant la quantite a, 

(52) rt = s^. 

Ainsi, quoique les equations de la generatrice d’une surface develop- 
pable renferment deux functions arbitraires et leurs derivees du pre- 
mier ordre, cette surface peut fetre representee par une equation aux 
differences partielles qui ne contienne plus de fonctions arbitraires, et 
qui soit du second ordre seulement. 
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§ III. — Sur les directrices des surfaces engendr6es par le mouvement 

des Ugnes. 

Lorsqu’une surface est engendree par le mouvement d’une ligne 
droite ou courbe, dont les equations renferment une fonction arbi- 
traire, on peut determiner cette fonction de manifere que la surface 
passe par une ligne donnee qui s’appelle alors directrice. On y parrient 
en elfet de la manibre suivante. 

Supposons toujours la gbneratrice representee par les equations (3) 
du § I, c’est-a-dire, par les formules 

(1) 0 = 3, «>=9(3), 

dans lesquelles v, w designent deux functions determinees de x, y, z, 
et ^(s) une fonction arbitraire du parametre 3. Soient d’ailleurs 

(2) i{x,y,s)z=o, 'E{x,y,s) = o 

les Equations de la directrice, ou, ce qui revient au mbme, les Equa- 
tions de deux surfaces qui la renferment. Pour determiner la nature 
de la fonction <p, il suffira d’assujetlir chaque gEnEratrice a passer par 
un point de la courbe ( 2 ). Done la fonction 9 deyra Etre choisie de 
manibre que les formules (i) et ( 2 ) soient vErifiEes simultanEment par 
un systbme unique de valeurs de x, y, s. Par consEquent, la valeur de 
9 ( 3 ) se dEduira de I’Equation produite par I’Elimination des coordon- 
nEes X, y, z entre les formules dont il s’agit. La nature de la fonc- 
tion 9 ( 3 ) Etant ainsi dEterminee, I’Equation (4) du § I, savoir 

(3) «' = 9(p), 

ne renfermera plus rien d’arbitraire, et Ton pourra construire la sur- 
face que cette Equation reprEsente, 

Si I’on voulait dEterminer la fonction 9 comprise dans les for- 
mules (i), de manibre'que la surface (3) fut circonscrite a une surface 
donnEe, il faudrait cherclier d'abord les Equations de la ligne de con- 
tact des deux surfaces, et I’on pourrait ensuite opErer, comme on yient 

QKums de C. — S. II, t. VIII. ® 
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(le le dire, en prenant pour directrice la ligne dont il s’agit. Or soil 


(4) a=o 

Tequation de la surface donnee, u designant une fonction connue do 
X, y, s. La normale, men6e a cette surface par un point quelconquc 
(x,Y,z) de la ligne de contact, formera, avec les demi-axes des coor- 
donnees positives, des angles dont les cosinus seront proportionnels 
aux derivees partielles 

du du dll 

W dy' W 

tandis que la tangente, menee par le mfeme point h la generatrice de la 
surface (3), formera, avec les memes demi-axes, des angles dont les 
cosinus seront proportionnels aux valeurs de 

(6) P, Q, R 

que fournissent les equations (3) du § II. D’ailleurs, comme la tan- 
gente et la normale dont il est ici question sont toujours perpendicu- 
laires Tune a I’autre, le cosinus de Tangle compris entre ces deux 
droites se reduira n^cessairement k zero. Done, si Ton multiplie deux 
a deux les quantites (5) par les quantites (6), la somme des produits 
sera nulle, et Ton trouvera’ 


(7) 





du 

dz 


o. 


On arriverait a la m^me conclusion en observant que, pour chaque 
point de la courbe de contact de la surface donn6e et de la surface (3), 
les normales a ces deux surfaces doivent se confondre, et qu’en conse- 
quence les quantites (5) doivent etre proportionnelles aux cosinus des 
angles formas par la normale a la surface (3) avec les demi-axes des 
coordonnfees positives, ou, ce qui revient au m^me, aux quantites 

p> g, —I, 


o etg designant les valeurs de ^ et ^ tir6es de T^quation (3). En 
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effet, si, aprfes avoir pos6 la formule 

( 9 ) ±^ = JL = z2, 

du du du ’ 
dx dy 

on substitue les valours de p, q determinees par cette formule dans I’e- 
quation aux differences partielles de la surface (3), c’est-a-dire, dans 
requation (5) du § II, on retrouvera I'equation (7). 

L’equation (7) devant etre verifi4e, en mfeme temps que Tequa- 
tion (4), pour tous les points de la ligne de contact, les deux equations 
reunies suffiront pour representer cette m^me ligne, qui, dans I’liypo- 
thfese admise, deviendra la directrice de la surface (3). 

Quoiqueles methodesci-dessusindiquees conduisent a des solutions 
fort simples des questions que nous nous 4tions proposees, on pent 
simplifier encore les calculs qu’exige I’emploi de ces methodes. On y 
parviendra effectivement a I’aide des considerations suivantes. 

Concevons que Ton demande I’equation dc la surface qui a pour 
g^neratrice la ligne represent6e par les formules (1), et pour directrice 
la ligne representee par les formules (2). On pourra continuer k se 
servir des lettres x, y, s pour designer les coordonnees courantes de la 
directrice, et employer de nouvelles lettres y), ^ pour designer les 
coordonnees courantes de la g4neratrice menee par le point (x,y,s). 
Cela pose, si Ton nomme V et W ce que deviennent les quantites p et w 
quand on y remplace x,y, s par rj, K, les Equations de la gen§ratrice 
deviendront 

(10) V = p, 'W = »>, 

tandis que la directrice sera toujours representee par les formules (2). 
Or, si Ton ^limine x,y et 5 entre les formules (2) et (10), on obtien- 
dra une equation qui renfermera les seules coordonnees tj, et qui 
sera verifiee pour un point quelconque de Tune quelconque des gene- 
ratrices. Done cette equation sera precis6ment celle de la surface ci- 
dessus mentionnee. 

De m6me, si Ton nomme v), ^ les coordonnees courantes d’une sur- 
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face, engendree par la ligne que repr6sentent les formules (i), et cir- 
conscrite k une autre surface qui serait represent^e par la formule (4). 
il suffira, pour trouver Tequation a laquelle doivent satisfaire les coor- 
donnees yj, ^ d’eliminer 07, 7, s entre les formules (4), (7) et (lo). 

II est bon d’observer qu’aux Equations (10) on pourrait subslituer 
un systeme quelconque de deux equations qui seraient propres k repre- 
senter la generatrice menke par le point (0;,/, s) de la directrice, les 
coordonnees courantes de la g6neratrice etant toujours designees par 
les trois lettres v], C 

Appliquons maintenant les principes que nous venons d’^tablir k 
quelques exemples. 

Exemplel. — Proposons-nous d’abord de faire passer par unc direc- 
trice donnke une surface cylindrique dont la generatrice forme, avec 
les demi-axes des 07, j et s positives, les angles «, p, y* Les coordon- 
nees $, V], de la generatrice menee par le point {oc,y, s) de la direc- 
trice verifieront les deux equations comprises dans la formule 

cos« cosp cosy 

Done, si, entre cette formule et les equations de la directrice, on eli- 
minex,y, s, I’equation resultante, qui renfermera seulement /], C 
sera precisement celle de la surface cylindrique. 

Concevons k present que la directrice soit une courbe plane. Desi- 
gnons par k la longueur de la perpendiculaire abaissee de Torigine sur 
le plan de cette meme courbe, et par X, p., v les angles que forme cetl(! 
perpendiculaire avec les demi-axes des coordonnees positives. Enfin 
nommons S Tangle compris entre la perpendiculaire en question et la 
generatrice de la surface cylindrique, en sorte qu’on ait 

( 12 ) cos5 = cos« cos^ -f- cos(3 cosp - 4 - cosy cosv. 

Les equations de la directrice seront de la forme 

(13) a;cosX-+-_j'COSp-l-i!eosv = X:, ¥ (cb, y, js) = 0 , 
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Cek pos6, on tirera de la formule (ii) combin^e avec la premiere des 
formules (i3) 

a; _ Yi — y _ ^—z _ (g — ■») cosX +{fi — y) cosf* 4- (g — s) eosv 
cosa ~ cosjS “ cosy ~ cosacosX + cospcosp. + cosycosv 

_ ^ COS^ Y) C0SfJl4- ? cosv — k 
~ cos 3 ’ 



et par suite 

(i5) 


a;=l j {I cos> H- Y) cosft H- ? cosv — k). 


y = Y) — (f COSX + Yl COSft + s cosv — k), 
I COS 0 ’ 

s = S — (5 cosi 4- Yl COSfJL -I- ? cosv — k); 


puis, en substituant les valeurs precedentes de x, y, z dans la seconde 
des formules (i3), on obtiendra I’equation de la surface cylindrique, 


savoir 

(i6) 


I — (I COsX + Yl COSfJH- S cos V — k). 


F I Yl — (I cos^ 4- Yl cos;* 4- C COS V — k), 


s (|COS^-t- Yl COSft4-CcOSV — A-) 


o. 


Lorsque le plan de la directrice coincide avec le plan des x,y, elle 
pent etre repr6sentee par deux Equations de la forme 

(17) *J = o, F(ar,y) = o; 

et r^quation de la surface cylindrique, c’est-a-dire T^quation produite 
par r61imination de x, y, z entre les formules (i i) et ( 17 ), se r§duit k 


gcosy — Ccosa Yl cosy — S cos(3 \ ^ 

cosy ’ cosy / 


Concevons, pour fixer les idees, que la directrice soit une ellipse com- 
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prise dans le plan des a;, et repr^sentee par la formule 




L’equation (i8) deviendra 


(;cosy — $cosa)® , (n cosy ~ S cosP)® 

a* 6* 


= cos’y. 


Supposons maintenant que la surface cylindriquo doive etre circon- 
scriteaune autre surface representee par I’equation ( 4 )‘ Commc, (in 
chaque point de la courbe de contact des deux surfaces, la gencratrice 
de la premiere el la normale a la seconde se couperont k angles droits, 
les coordonnees x, v, z de cette courbe verifieront evidommonl les 
deux equations 

du dit a du 

(21) « = o, 5^cosa-t--^-cosp + ^cosy = o, 

dont la seconde aurait pu 6tre imm^diatement deduitc do la formule (7). 
Cela pose, pour obtenir T^quation de la surface cylindriquo, il nc r(^s- 
tera plus qu’a eliminer x, y, z entre les formules (i i) ct (21). 

Goncevons en particulier que la surface cylindriquo doiv(i 6tro cir- 
conscrite a un ellipsoide construit avec les domi-axes a, 6, c, ct n'.prti- 
sente par 1’ equation 

ar® r® s® 

( 23 ) 

La seconde des formules (21), reduite a 

(a3) Jcos« + Jcosj34-^cosy = o, 

representera un plan passant par I’origine, et qui coupera I’eUipsoide 
suivant la courbe de contact des deux surfaces. De plus, on trouvora, 
en combinant les formules (aS) avec les formules (r i), 


xiX — x) .r(Yi — r) s{K — s) 

” a X* “i"' . o 


( 24 ) 
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puis, en ayant egard a I’equation (22), 


( 25 ) 




b* 


1 . 


Enfin, si Ton designs par 2R celui des diametres de I’ellipsoide qui sera 
parall^le aux generatrices du cylindre, on aura evidemment 


(26) 


COS* a ^ cos*p ^ cos*y i 

~ir “c^ ~ R*’ 


attendu que I’equation (22) devra etre verifiee quand on y supposera 

(27) j;=:Rcosa, / = Rcos| 3 , s = Rcosy. 

Cela pose, on tirera des formules (i i), combinees avec les formules (28), 
(25)et(26), 


a; _ v—y 
cosp ' 


cos a 


cosy 


.cos« , , .cosS , 


COS* a , cos*P , cos*y 


■5) 


cosy 

c2 


^g/^cosa Yicosp Ccosy\ 


$cosa ^ Ticos^ , Ccosy 


^ 7)’ C* 

^cosa , Y)COS^ , Ccosy’ 


et, par consequent, 




Telle est I’equation de la surface cylindrique circonscrite a I’ellipsoide. 

Cette dernibre equation pent encore etre presentee sous une autre 
forme trbs simple que nous allons faire eonnaitre. 

Si, par I’extremite du rayon R, c’est-a-dire par le point (oe, y, s) 
que determinent les formules (27), on mfene un plan tangent k Tellip- 
soide, et si Ton nomme X, Y, Z les coordonnees courantes de ce plan. 
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on aura 

(29) ^(X — a;) + ^(Y— j) + -,(Z — a) = o, 
ou, ce qui revient au mfime, 

a* c» 

puis on en conclura, en ayant egard aux formules (27), 

, Xcosa YcosP , Zcosy i 

(30) -^ + -F- + -^ = R- 

Concevons a present qu’une droite soit men^e du centre de Tellip- 
so'ide a un point (^, v), Q choisi arbitrairement sur la surface du cy- 
lindre circonscrit. Cette droite coupera Tellipsoide et le plan tangent 
en deux nouveaux points dont les coordonn 4 es x, y, s et X, Y, Z veri- 
fieront les formules (22) et ( 3 o). De plus, si Ton d^signe par r, s, t Ics 
longueurs mesur6es sur cette droite, k partir du centre de Tellipsoide, 
et qui aboutissent aux trois points correspondants {x, y, s), (?, y}, ^), 
(X, Y, Z), on aura evidemment 

(30 y=^v, = 

(32) X = f^, Y=-^y,, Z = fc. 



Par suite, les Equations (22) et ( 3 o) donneront 


R(i^ 


V* ?> s* 

Icosa YicosP , ^cosy^ .? 

a* 


Or on tirera des formules pr6cedentes, combinees avec I’^quation (28), 


5* 5* 



ou, ce qui revient au infeme, 


( 35 ) 
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Telle est la forme la plus simple’ que puisse recevoir I’equation (28). 
Supposons maintenant que, par le point (i, vj, et par le rayon R, on 
fasse passer un plan, Ce plan, qui coupera Tellipsoide suivant une 
ellipse, donnera pour' sections, dans la surface cylindrique et le plan 
tangent, deux tangentes conjuguees de cette ellipse. De plus, il est 
clair que les extremites des trois longueurs designees par r, s, t seronl 
situees sur Tellipse et sur les deux tangentes conjuguees. Done I’equar 
tion (35) entraine la proposition suivante : 

TnEORtaiE I. — Sf, apris avoir trace dans ime dUpse un rayon quel- 
conque r, on divise successivement VuniU par le carre de ce rayon et par le 
carrd de chacune des deux distances s, i, quisdparent le centre des points 
oil le rayon prohngi rencontre deux tangentes conjuguees, le premier 
quotient sera dquivalent a la somme des deux autres. 

Si Ton voulait demontrer directement ce theoreme, duquel on pent 
deduire I’equation (28), il suffirait de projeter Tellipse sur un plan 
passant par le petit axe, et formant avec le grand axe un angle qui 
aurait pour cosinus le rapport du petit axe au grand axe. Alors, en 
effet, Tellipse et les deux tangentes conjuguees donneraient pour pro- 
jections un cercle dont le rayon serait rcosT, et deux tangentes me- 
nees k ce cercle par les extremites d’un arc 6gal au quart de la circon- 
ference. Il est aise d’en conclure que les projections des longueurs .v 
et t, savoir 

S COST, t COST, 


seraient 6quivalentes k deux produits rksultants de la multiplication 
du rayon du cercle par la s^cante et par la cosecante d’un meme angle. 
Done, en designant par 0 cet angle, on aurait 


5 COST 
/•COST 




r 


— s6c0. 


1^ = £ = cos6c5 
/•COST r 


et, par suite, 


L* 

5* 


= cos*5 -1- sin*6 = i. 


Or cette derniere equation coincide eyidemment avec la formule (35). 
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Lorsque les constantes a, b, c, R deviennent egales entre elles, I'el- 
lipsoide se rMuit k une sphere, et I’equation (28) peut s’ecrire comme 
ii suit 

(36) + vi*H- (t cosa + vj co.: j3 4- K cosyy= R®. 


Le premier membre de la formule precedeiite n’est autre chose quo le 
carre de la perpendiculaire abaissee du point (5, v), Q sur la droitc 
raenee par Torigine parallelement aux generatrices du cylindre circon- 
scrit a la sphere. Done cette formule exprime que la perpendiculaire 
dont il s’agit est egale au rayon de la sphere ; ce qui est evidemment 
exact. 

Si, a Tellipsoide que nous avons considere ci-dessus, on substituait 
un hyperboloide a une ou a deux nappes represents par I’equation 


(37) 

OU par la suivante 

(38) 









= 1, 


il est clair que Tequation de la surface cylindrique, circonscrite a cel 
hyperboloide, serait, dans le premier cas. 


(39) 


, Y)* ^ /^cosa , if)cos|3 Ccosy\® 

a* c» ^ ^ V ** c* y ’ 


et, dans le second cas, 


(4o) 


I! _ ? _ 5! _ YicosP Ceosy y 

c® a® d* ^ \ a® 6® c® J 


Dans I’un et I’autre cas, la courbe de contact de Thyperboloide et de la 
surface cylindrique serait plane, et son plan serait represente par 
rSquation 

a?cosa , /cos|3 scosy 

» I ' *9 4 — 0» 

a® c® 


Quant au premier thSorbme, il se trouverait remplace par une proposi- 
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lion relative a deux hyperboles conjuguees (*), et que Ton peut 6non- 
cer comme il suit : 

XiiEORfME II. — Supposons que, apris avoir trace dam im plan deux hy- 
perboles, on mine a ces hyperboles des tangentes conjuguees, cest-a-dire 
telles que les points de contact soient situe's sur deux diamitres conjugues. 
Concevom, de plus, que du centre commun des deux hyperboles on mine 
a Vune d’elles un rayon r, et que Von divise I’uniti : par le carri du 
rayon r; 2° par le carre de chacune des deux distances s, t qui siparent le 
centre des points oil le rayon r rencontre les tangentes conjuguees. Le 
premier quotient sera iquivaleni a la diffirence des deux autres, et Von 
aura 


pourvu que la longueur s soil cede quintercepte tine des tangentes de V hy- 
perbole a laqueUe appartient le rayon r. 

Supposons encore que Ton demande la surface cylindrique circon- 
scrite au paraboloide elliptique qui serait represente par I’equation 


(43) 


X 


^- 2 -- 
a* ^ ~ c 


Alors, au lieu des formules (aS) et (25), on obtiendra les deux sui- 


vantes 


(44) 

X y ^ 

-scosa-f- ^cosp = - 

(45) 

1 

a' c c 


(«) Nous Hitsignona SOUS lo uom H hyperboles conjuguies deux hyperboles qui out le 
mSme centre, les mtoes asymptotes et les mfemes axes, avec cetle difference que I’axe 
rdel de la premiere est perpendiculaire i I’axe rdd de la seconds. [Voir, i. ce sujet, les 
Lecons sur les applications du Calcul infinitSsimol a la Geomitrie, p. 273 et suiv. (*).] 


^«) OEuvres de Cauchy j S. 11, T. V. 
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puis on tirera de ces dernieres, combin 4 es avec la fomule (n), 

^cosa m cosP ^ cosy o - 

C — J? V] — V S — - ^ "" C 

oo"s 5 £ “ cosp ■“ cosy “ cos^a cos^(3 “"Icosa y)COs(3 cosy 

b^ c 


et, par consequent, 


(46) 


a- 73 ® 


C 



COS a 
a* 


73C0S(3 cosyy 
~¥ ~ ) 


cos® a 


cos® P 


Si, au lieu d’un paraboloide elliptique, on considerait un paraboloids 
hyperbolique represente par la formule' 


(47) 


a;* V* 

^ “P’ 


2 -> 

C 


I’equation de la surface cylindrique circonscrite deviendrait evidom 
ment 


(48) 


/ ^cosa ^ 7) cosP ^ cosy y 

^ — k-J?! c / 

a® 6® c cos® a cos®p 


II est bon d’observer que, dans les formules (46) et (48), les binomes 

cos® a ^ cos®P cos® a cos®j3 
~p p~ 

ont pour valeurs numeriques les quotients qu’on obtient en clivisant 
I’unite par les carres des rayons qui formcnt des angles a, ^ avec les 
demi-axes des a? et y positives, dans I’ellipse et I’hyperbole represen- 
t 4 es par les equations 


yi ^.a yi 

“-5 + 74 = 1 , — — 

Supposons enfin que Ton demande la surface cylindrique circon- 
scrite k une surface du second degre representee par I’^quation 

(49) Ai»*4- 8 /®+ C 5 »-f- 2J)ys -h 2 E: 5 a 7 4 - aPar/ -I- 26 a; 4 - aH/ 4 - als =r K . 
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Alors les formules (aS) et (aS) devront etre remplacees par les deux 
suivantes 


(5o) 


(Aa!4-Fj'+E5 + 6)cosa 

+ (F® + B/ + D j + H) cosp + (E + D/ + Cj + 1) cosy = o, 


(5i) i + + + 

I +(Ea; + D/+C5+I)? + Gx + H7 + E5=K, 


dont la premifere representera toujours le plan de la courbe de contact 
des deux surfaces; et, en combinant ces formules avec la formule (i i), 
on trouvera, pour I’equation de la surface cylindrique demandee, 

j k^+ Bti*+ 0?*+ 2DyiJ + 2EC5 + aF^fl 4- aGH + 2K - K 

j [(A^+Fif] - hE^- 1- G) cosoc + {F^4 -Biq+D^+ H) cos^ (E^+Din-i-C^+l) cosy]" 

( ~ A cos* a + B cos* § + C cos* y -t- 2 D cos P cosy -t- 2 E cos y cos« + 2 F cos a cos p 

Exempk II. — Proposons-nous de faire passer par une directrice 
donn4e une surface conique dont le sommet coincide avec le point qui 
repond aux coordonnees s,. Les coordonn6es ?, v], ^ de la gene- 
ratrice men6e par le point (», y, s) de la directrice v6rifieront les deux 
equations comprises dans la formule 


(53) 


^ — a _ n— .y _ g— ; 


ou, ce qui revient au m6me, dans la suivante 


(54) 


g— J, C— -Sq 

=--o 


Done, si entre Tune de ces formules et les ^uations de la directrice 
on 61imine x, y, s, I’^quation r^sultante, qui renfermera seulement 
v], sera precis6ment celle de la surface conique. 

Lorsque la directrice est une courbe plane representee par les equa- 
tions 


(55) 


Air-t-B^-l-Cs — K, F(j7, V, s) — o. 
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on tire de ces equations, combinees avec la formule ( 54 ), 

^ — jcq Yi — Jo ? — Sq A(^ — J?o) +B(yi — j*o) + C(£ — . 


-f — •2*0 y— j'o 


Jv — (A *2*0+ Kj-'o “H C So) 


et, par suite, 

\ A,3?o+ B j'o + C-So — K 

. . A^o + B}^o^“Cso — K 

~ C’’ A (I - jPo) + B (Y1 - J'o ) + C(C - ) ’ 


Z — Jo — (S 3 o) 


A^o"^ R,?^o“^ C So — E 
AU — + /o) + C(C — Jo)’ 


puis, en substituant les valeurs pr6c6dentes de nc, y, s dans la seconde 
des formules ( 55 ), on trouve, pour I’equation de la surface conique. 


J-o“(^ — J?o) 


( 58 ) F ro-(^-/o)^ 3 g) ' ^T: > 


A ^0 ■+" B C 5o — K 

A(^- •»o) + B(y) — 7«) + C(C — Jo)’ 
A Xo+. . 


-0 — (C Jo) 


A 3 ^ 0 + • • • 
A(| — J?o)-i---- 


iorsque la directrice est comprise dans le plan des oc, y et repre- 
sentee par les formules (17), I’equation de la surface conique se r6- 
duit b 

( 59 ) 

V Q — Sq ^ — ,^0 / 


Goncevons, pour fixer les idees, que la directrice soit une ellipse com- 
prise dans le plan des ce, y, et representee par la formule (ij)). L’equa- 
tion (Sq) deviendra 


( — ^0^)^ I (.VoC — Jon)* __ 


= (C-Jo)*- 


Supposons maintenant que la surface conique doive 6tre circonscrite 
a une autre surface repr^sentee par I’^quation ( 4 ). Comme, en chaque 
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point de la courbe de contact des deux surfaces, la generatrice de la 
premibre ot la normale a la seconde se couperont a angles droits, les 
coordonnees x, y, s de cette courbe verifieront evidemment les deux 
equations 

(6l) U = 0, + + 

dont la seconde aurait pu etre immedialement deduite de la for- 
mule (7). Celapose, pour ob ten ir I’equation de la surface conique, il 
ne restera plus qu’a eliminer x,y, z entre les formules (53) et (61). 

Concevona, en particulier, que la surface conique doive 6tre circon- 
scrite a un ellipsoide construit avec les demi-axes a, b, c, et represente 
par Tequation (22). La seconde des formules (61) deviendra 


(6a) 


x{x — x^) , y{y—y^) , 

_ + _ + _ _ 0 , 


et, en la combinant avec I’equation (22), on obtiendra la suivantc 


(63) 


— - — — j- — j , 


c’est-a-dire I’^quation d’un plan qui coupera Tellipsoide suivanl la 
courbe de contact des deux surfaces. De plus, I’equation (62), reunie 
b la formule (53), entrainera I’equation (24) et, par consequent, 
I’equation (25). Cela pose, on tirera de la formule (53), combinee 
avec les formules (22), (25) et (03), 
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et, par suite. 



Telle est I’equation de la surface conique circonscrite a I’eUipsoido. 

Cette m^me Equation peut encore 6tre presentee sous d’autres formes 

(res simples que nous allons faire connaitre. 

Soient 

Ro le rayon vecteur mene du centre de I’eUipsoidc au sominot do la 
surface conique ; 

R la partie de ce rayon vecteur qui represente un rayon de I’ollij)- 
soide ; 

a, p, y les angles que forme la direction commune des rayons R«, R 
avec les demi-axes des coordonnees positives. 

L’equation (a6) sera verifi4e, et Ton aura, de plus, 


(65) 

( 66 ) 


= Ro cos a, Jo = Ro cos (3, 

I Jo I — 

a* 6® c* ~ \ a® 6® 


•So — Ro cosy, 

, cos®y\ Rg 
^ c® J“R®‘ 


Par consequent, la formule (64), divisee parR®, deviondra 


(67) 


/^cosa TjcosjS Ccosy j y / i i \ /S* tj* C® \ 


Si, dans cette derniere, on suppose Ro=ao, la surface conique se Irans- 
formera en une surface cylindrique, et Ton retrouvera, commc on d<i- 
vait s’y attendee, I’^quation (28). 

Concevons k present qu’unc droite soit men6c‘ du centre de Tcllip- 
soide k un point (?, yj, choisi arbitrairement sur la surface du cone 
cireonscrit. Cette droite coupera I’eHipsoide, et le plan tangent qui 
touche I’ellipsoide a Textr^mit^ du rayon R, en deux nouveaux points 
dontles coordonnees (v,.y, s et X, Y, Z verifieront les formules (22) 
et (3o). De plus, si Ton d^signe par r, 5, t les longueurs mesurecs sur 
cette droite k partir du centre do I’ellipsoide, et qui aboutissent aux 
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trois points correspondants (a?,y, s), (^, yj, ^), (X,Y,Z), ces longueurs 
se trouveront liees aux coordonnees v), ^ par les formules (33) et 
(34). Or on tirera de ces formules, combinees avec I’^quation (67), 



Telle est la forme la plus simple sous laquelle on puisse presenter 
I’equation (67). D’ailleurs, si, par le point (?, y], C) et par le rayon R, 
on fait passer un plan, ce plan, qui coupera I’ellipsoide suivant une 
ellipse, donnera pour sections, dans la surface conique et le plan tan- 
gent dont nous avons parle ci-dessus, deux tangentes quelconques de 
cette ellipse. Enfin il est clair que les extremit^s des longueurs r, s, t 
seront situ6es sur I’ellipse et sur les deux tangentes. Done I’equa- 
lion (68) fera connaitre une nouvelle propri6te de I’ellipse. Cette der- 
nibre propriete, plus generale que celle dont I’enonce a fourni le pre- 
mier theorfeme, pourrait 4 tre demontree directement par le meme 
moyen, attendu qu’il est facile de la verifier dans le cas oil 1’ ellipse se 
r^uit a un cercle. 

Si a Tellipsoide represente par I’equation (22) on substituait Tun 
des hyperbolo'ides representes par les formules (37), ( 38 ), I’equation 
de la surface conique circonscrite se reduirait k Tune des sdivantes 



et la formule qui remplacerait I’equation (68) ferait connaitre une pro- 
pri6t6 du systfeme de deux hyperboles conjuguees. 

Supposons encore que Ton demande la surface conique circonscrite 
au paraboloide elliptique represente par I’equation ( 43 ). Alors, au lieu 
des formules ( 25 ) et ( 63 ), on obtiendra I’equation ( 45 ) et la suivante 


(71) 


2£Z_f — fs- 

a® c c' 
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( 75 ) 


puis on tircra de ces dernieres combinees avec la formulc (53) 

•^ 0 ? JoU S+Jq £ 4. 

^ — —f _ ? — - _ a* d* ^ _ fl* 6* c 

■fo-'® ~ /o"^' “ -0-3 fo , To _,io ~ ■^ 0 ? , .r«ri ? + ^„ 

a* 6* c a“ 6* c 

pt, par consequent, 



y<,-n 

?+5.V 

6* 

0 ) 



c / V«’ ** C / 


Si, au lieu d’un paraboloide elliptique, on considerait un paraboloide 
hyperbolique represente par la formule ( 47 ), I’equation do la surface 
conique circonscrite deviendrait evidemment 


/'^o? 

ToU 



To 2=o\ 



2S\ 


6* 

c j-l 


6* c J 

(a^ 

6® 

-7} 


Supposons enfin que Ton demande la surface conique circonscrile it 
la surface du second degr4 repr^sent^c par I’equalion ( 49 ). Alors les 
formules (aS) et (63) devront 4tre remplacees par I’equalion (5i) pt 
par la suivantc 

(^4) i + + + 

I +(E® + D7' + C34-I)5|,+G.!t; + H_j' + Ic = K, 

qui representera la courbc do contact des deux surfaces; ct, en coinbi- 
nant ces equations avec la formule (53), on obtiendra colic de la sur- 
face conique demandee, savoir 


A5*4- C?*-+- 2Dti$ + jECI -H aFfi] -e 265 + aHr) -t- aI5 — K 

_ [(A?+’F’l + ^^+fi)go+(F{+Bii-t-Di:-eH)ri,-KB^-t-Do[-t-Ci:H-l)a,+GS-l-IIoi-t- li:-Kp 
A *5 •+• Bjj •+• C *3 + 2 D/o«o-t- 2 E?oXo+ aFaro/o-l- 2G«o-+- 2H/0+ also— K 

Troiskme exemple. — Proposons-nous de faire passer unc surface c(t- 
noide par une directrice donnee. Si cette surface a pour axe I’axe des c, 
les coordonnees ?, v), ( de la generatrice menee par le point {x,y,z) 
de la directrice v 6 rifieront les deux formules 


iv 

a; y’ 


(76) 
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Done, si entre ces formules et les equations de la directrice on elimine 
7> I’equation resultante, qui renfermera seulement vj, sera 
precisement celle de la surface conoide. 

Lorsque la directrice est une courbe plane representee par les equa- 
tions ( 55 ), on tire de ces equations combinees avec les formules (76) 


5 -+- Bt] __ A|-I-Bri 
a!~ 7 ~Ad;-HB 7 “''K — 03"“ K — C? 

et, par suite 


(77) 






K-C? 

A^-f-Bn’ 


7 = 


K-C? 


puis, cn substituant les valeurs precedentes de x, y, 3 dans la seconde 
dcs formules ( 55 ), on trouve, pour I’equation de la surface conoide. 


(78) 



K-CC 

A?-hBYi 


j tj 


K-Cg 
A|-t- Bv)* 



o. 


Dans le cas particulier oil la directrice est renfermee dans un plan 
perpendiculaire a I'axe des x, et repr 4 sentee par deux equations de la 
forme 

(79) x = a, F( 7 , 5 ) = o, 


I’equation do la surface conoide se reduit a 

(80) ?)=o. 

Ainsi, par oxemple, si Ton prend pour directrice Teilipse que deter- 
minent les formules 

yt ^3 

(81) x=za, ^ + ^=1, 

la surface conoide sera representee par I’equation 

c* “ ’ 


(82) 
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k laquelle on pamcndrait egalement en prenant pour dircctrico h* 
oercle que determinent les deux formules 

(83) ^ — 

Supposons maintcnant que la surface cono'idc doive etre circoiiscrito 
a une autre surface rcprescntee par I’equation ( 4 ). Alors, pour cliaquc* 
point de la courbe de contact des deux surfaces, Tequalion ( 5 ) du § II 
devra ^tre verifiee par les valours A^paiq tirees de la formule (9), e(, 
par consequent, les coordonn^es x, y, z dc cette courbe seront liens 
entre elles par les deux equations 

/o/\ dfi , du 

( 84 ) /^ = 0 , j:-+y-=o, 

dont la secondo aurait pu etre deduite de la formule (7). Cola pose, 
pour obtenir I’equation de la surface conoide, il no rcstcra plus qii’k 
^liminer x, y, z entre les formules (76) et (82). 

Concevons, en particulier, que la surface conoide doive 6lrc circon- 
scrite k un ellipsoide dont le centre coincide avec le point j#, 5^), 
et dont les axes soient respectivement 2a, 2b, 2c, savoir, a I’cllipsoide 
represent^ par I’equation 

fOJs ^0)* I (/ — Jo)® I (- — ^o)* 

(85) + — 

La seconde des formules (84) deviendra 

(86) £ (5.-^?) + 7(y-Jo) -.o 

> o* 6* “ • 

De plus, en combinant celle-ci avec la premifere des Equations (76), 
on trouvera 

— '»o) + p(j— Jo) = 0- 
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Enfin, on tirera des formules (76), ( 85 ) et (87) 



ot, par consequent, 


( 88 ) 


a* 6* 



Telle csl I’equation de la surface conoide circonscrite a I’ellipsoide. 

Si Taxc d’une surface conoide coincidait, non plus avec I’axe des z, 
mais avec la droite men6e par un point donne (®o,7o» - 0 )* manike a 
former avec Ics demi-axes des coordonnees positives certains angles a, 
p, Y, Ics coordonn 4 es v), (J de la generatrice menee par le point(a;,7, 5) 
do la dircctricc verifieraient les deux formules 


(89) ($ — j;)cos« -i-(yi — j')cos |3 + (? — a)cosy =0, 

(90) (? — cosL + (yi —y) cosM + (C — 3) cosN = 0, 

L, M, N dcsignant les angles compris entre les demi-axes des coordon- 
necs positives ctlaperpendiculaire au plan qui renfermerait cette gen6- 
ratricc avec I’axc de la surface conoide. D’ailleurs ces angles seraient 
evidemment lies entre eux par les deux equations 

cos« cosL -H cosp cosM 4- cosy cosN = 0, 

(91) ! 

( (at — dJo) cosL + {y —y<,) cosM + {z — z^) cosN = 0, 
desquelles on tire 

cosL cosM 

cosy “ (2 “ ^0) cosj 3 (5 — 5|)) cosoc (d? “■ d?o) cosy 

cosN 

“ (a-a:o)COsP — {/— /o)cosa' 


(92) 
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Done, par suite, la formule (90) donnerait 

I [(/-/o)cosy-(j--5(i)cos|3](?-3:) 

(93) I +[(5 — 3(,)cosa — (a;— a:o)cosy](Yl — /) 

( + [(a? — ajo) cosj 3 — (/ — jo) cos«] (? — 5) = 0. 

Dans I’hypothese admise, les formules (89) et (98) representent la 
generatrice qui passe par le point (®,/, 5) dc la direclricc. Done, 
pour obtenir alors I’equation de la surface conoide, il suffit d eli- 
miner x, yets entre les equations de la directrice ct Ics formules 
dont il s’agit. 

11 est bon d’observer que Ton peut substituer, dans les formules (91) 
et (92), les coordonnees I, yj, aux coordonn^cs x, y, s, ct rcmplaccr 
en consequence I’equation (98) par la suivantc : 

1 [(yi-/o)cosy-(?-s,)cosP](?-a;) 

( 94 ) +[(?-ao)cosa-(?-a!o)cosy](T)-7) 

( 4 - [(^ - aJo) cosfj - (ti -/o) C 08 «] (?: - 5) = 0. 

Or, de cette dernibre r^unie a la formule (89), on conclut 

I Izif. 

5 — a;,— [(I — a;,) eosa + (u — /o) cos^ + (C — .So) cosy] cosoe 

tl-y 

T) — 70 — [(4 — a:,) cosa + (u — /«) C 08|3 + (? — 5 o) cosy] cos |3 

l:z£ 

? — — [(5 “ a!(i) eosa 4- (n — 7o) cosp + (S — So) cosy ] cosy ' 

Lorsque la directrice est plane, etrepresentee paries equations (18), 
chacune des fractions comprises dans la formule (98) est 6quivalente 
. au rapport 

leosX+irieosn+jicosv— A' 

{ 5 -a:o)oOBi 4 -(il- 7 o)C 08 n+(?-«o)i!oav — [( 5 -a:,)co 8 « + (Ti- 7 (i)c 08 p + (?-«(i)co8Y|cos8’ 

et de cette seule remarque on dMuit immediatement des valeurs de x, 
y, s, qui, substitutes dans la seconds des Equations (i8), fournissent 
I’equation entre ?, y], ^ propre a representer la surface conoide. 
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Si I’on prenait pour directrice la droite menee par un point donne 
-()' maniere a former, avec les demi-axes des coordonnees 
positives, les angles X, (i, v, c’est-a-dire la droite representee par la ^ 
formule 

(97) 

cosi eos(A cosv ’ 

on tirerait de cette formule combin6e avec les equations (12), (89) 
et(94) 



Telle est I’equation du paraboloide hyperbolique engendre par une 
droite qui se meut on s’appuyant sur les axes representes. Tun par la 
formule (82) du § II, I’autre par la formule (97), et de manifere a rester 
toujours perpendieulaire au premier de ces deux axes. 

Lorsque la surface conoide doit to circonscrite a une autre sur- 
face represent^e par I’equation (4), on peut prendre pour directrice 
la courbe de contact des deux surfaces, representee elle-meme par les 
equations 

| tt=0, 

/ .du , ydu , .dll 

= [{x- a;,) cosa 4 - (y - j'o) eos^ -t- (s - 5,) cosj/] cosa + ^ cos^ + ^ cosyj, 

dont la seeonde se deduit de la formule (9) eombinee avec la for- 
mule (24) du § II. Ajoutons que la seeonde des Equations (99) peut 
etre remplaeee par la suivante 

, . , .du ,y .du 

(100) + + 

qui exprime que, en chaque point de la courbe de contact, la genera- 
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trice de la surface conoide et la normale de la surface (4) S6 coupent 

a angles droits. 

Quatriime exempk. — Proposons-nous de faire passer une surface 
de revolution par une directrice donnee. Si cette surface a pour axo 
I’axe des z, les coordonnees vj, ^ du eercle generateur passant par le 
point {x,y,z) de la directrice verifleront les deux formules 

(loi) 5*4- ? = 

Done, si entre ces formules et les equations de la directrice on elimine 
X, y, z, I’equation resultante qui renfermera seulement v), (5 sera 
precisement celle de la surface de revolution. 

Supposons maintenant que la surface de revolution doive etre cir- 
conscrite k une autre surface representee par I’equation (4). Alors on 
pourra prendre pour directrice la courbe de contact des deux surfaces, 
representee elle-meme par les equations 

, , du du 

(loa) « = o, = 

dont la seconds se deduit de la formule (9) combinee avec la for- 
mule (26) du § II. Concevons, pour fixer les idees, que la surface (4) 
se reduise a I’ellipsoide represente par I’equation 

(io3) + 

Dans ce cas particulier, la seconds des formules (roa) deviendra 


puis on tirera de cette formule combinee avec les equations (loi) 
et (io3) 

^ — 7 — \/x*+y* v/5*4-n* 
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et par suite 

OU, ce qui revient au meme, 

(io6) j^*+Y3*-^[c*-(C-5o)*] + ,r»4-yj|*=4(^! + yS)(?»-t-V). 

Telle est I’equation de la surface de revolution qui, ayant pour axe 
I’axe des z, est circonscrite a I’ellipsoide de revolution rep resente par 
I’equation (io3). 

Si I’axe de la surface de revolution coincidait, non plus avec I’axe 
des z, mais avec la droite menee par un point donne (aro.yo.So), de 
manifere a former, avec les demi-axes des coordonnees positives, cer- 
tains angles a, p, y, les coordonnees y], ^ du cercle generateur pas- 
sant par le point (a?, y, z) de la directrice verifieraient les deux for- 
mules 


(107) 


(§ — j;) cosa (v) — 7) coap -*- (C — s) cosy = 0, 

($ - -H (yi -7o)*-H (S - -o)*= (s - 


et la surface de revolution circonscrite k la surface (4) pourrait etrc 
consideree comme ayant pour directrice la courbe representee, non 
par les equations (102), mais par les deux suivantes 

U = O, 

[(r — /») — (a — So) cosy ] 

4 - [(s — So) cosa — (47 — j7o) cosy]|^ 

4- [(47 — J7o) cosp — (7 — 7o) cosa] ^ = 0, 

dont la seconde se deduit de la formula (9) combinee avec la for- 
mule (3i) du § II. 



Nous bornerons ici I’application des principes exposes au commen- 

OEmres de C. — S. 11, t. VIII. 
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cement do ce paragraphc. Un autre article sera consacre k la recherche 
des equations qui representcnt des surfaces dont la construction de- 
pend do plusieurs fonctions arbitraires, et en particulier des surfaces 
developpables, lorsque ces surfaces doivent passer par des directrices 
donnees, ou etre circonscrites a des surfaces donnees. 



DISCUSSION 


DES LIGNES ET DES SURFACES 

DU SECOND DEGRE. 


On nomme lignes du degr6 n celles qui, etant renfermees dans un 
plan, peuvent etre represent^es par une Equation du degre entre 
deux coordonnees rectilignes x, y. On nomme de meme surfaces du 
degre n celles qui peuvent 6tre representdes par une Equation du 
degre entre trois coordonnees rectilignes x, y, s. Gomme, pour 
passer d’un systfeme de coordonnees rectilignes ^ un autre du meme 
genre, il suffit de recourir a des formulas dans lesquelles ces coordon- 
nees entrant au premier degre seulement, il est clair que la nature des 
lignes et surfaces du degre n depend uniquement du nombre /^, et nul- 
lement du systfeme de coordonnees rectilignes que Ton emploie. Cela 
pose, on peut rechercher quelles sont les diverses espfeces de lignes et 
de surfaces qui correspondent k une valeur donnee de n. Ainsi, par 
exemple, on discutera sans peine les lignes et les surfaces du second 
degr6 k I’aide des principes ci-dessus exposes (pages 9 et suiv.). C’est 
ce que je vais montrer dans cet article. 

§ L — Discussion des lignes du second degre, 

Soient, dans un plan donne, x, y les coordonnees d’un point, rap- 
port6es k deux axes rectangulaires. L’equation la plus generale des 
lignes du second degre sera de la forme 

(I) 


A aj* -h By’ 2 Ca:/ - 4 - 2 D a; 4- 2 Ej = K, 
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A, B, C, D, E, K designant des quantites constantes ; et une droitc menee 
par le point (^, y]), de maniere a former avec le demi-axe des a? posi- 
tives I’angle a compris entre o et ic, sera representee par 1 equation 

cos a “ sin a 

que Ton peut reduire a 

''' cost}; smi]^ 


cn faisant, pour plus de commodity, 

De plus, si Ton pose 

(3) r = v^(a: — ?)*-h(7-Yi)S 

c’est-a-dire si Ton designe par r la distance des deux points (^, t]), 
(x, y), on tirera de la formule ( 2 ) 


(4) 


costj/ simp ’ 


le double signe devant 6tre reduit au signe -t- ou au signe — , suivant 
que Tangle a = ± tj; sera relatif a la longueur r comptee a partir du 
point (5, yj) ou a partir du point (x,j). On aura done, dans le premier 
cas. 


(5) 


j: = $-!-/■ cos tp, j =: Y] -t- r simp 


et, dans le second, 

(6) x = % — rcos(p, y = Yi — rsintp. 

Concevons maintenant que le point (^, y)) coincide avec lo milieu 
d’une corde de la ligne (i), et le point (a?, y) avec Tune des extremit6s 
de cette corde. La longueur de la mfime corde sera egale au double de 
la distance r, et la formule (i) sera verifiee par les valeurs de x, y 
tir6es, soit des Equations (5), soit des equations (6). Done, si Ton fait, 
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8S 


pour abreger, 

/ 5 = Acos®tj; + Bsin*4' + 2Ccos4'sini{', 

( 7 ) I f = (A| + Cirj + D)cost{<4- (C^ + Bti + E)sin^, 

' A|* + Br)*4- aC^YH- aD? + 2 Eyi, 

on aura, en memo temps, 

(8) 5r*+2«7’+ « = K, sr*— 2i/’+ u = K 


et, par suite, 

(9) «/•*+« = K, 

(10) ( = 0. 

II est bon d’observer que I’equation (10) pent s’ecrire sous Tune ou 
I’autre dcs deux formes 


(n) (A^ + Cn + D) 0081}/ + (C| + By] + E) sin tj; = o, 

(12) (Acost{/ + Csint{/)| 4 - (Ccosij;4- Bsinip) 7 i + D cost {( -h E simj/ = o. 


Cette equation etant du premier degre par rapport aux coordonn^es 
rj, il en resulte que le point (5, yj) decrira une droite, si la corde 2r 
varie, mais de telle sorte que Tangle demeure constant. Ainsi des 
cordes paralleles de la ligne (i) ont leurs milieux situes sur une seule 
droite qu’on pourrait appeler axe diametral. Ajoutons que, si Ton fait 


(i3) 


Acosi{< + Csin4< 
CcosijiH-Bsini}^ 


= tangfp, 


dzf designera Tangle form 6 par la droite dont il s’agit avec le demi-axe 
des X positives, et que cette droite sera perpendiculaire aux cordes 
dont elle renferme les milieux si Ton a 


( 4 ) 


1 4 - tangip tang^f = o. 


OU, ce qui revient au m6me. 


Acost|<4-Csin<j< 

COSl]^ 


C cos4< 4 - B sin<{; 
sin^ 


(r5) 
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Dans ce dernier cas, la droite representee par I’equation ( 1 2) divisera 
en deux parties symetriques la ligne representee par I’equation (i), et 
sera ce que Ton nomme un axe princ^al de cette ligne. Cela pose, on 
demontrera facilement que, pour chaque ligne du second degre, il 
existe toujours au moins un axe principal. On y parviendra, en elFet, a 
I’aide des considerations que nous allons exposer. 

On tire de I’equation (i 5 ), combin^e avec la premiere des equa- 
tions (7), 

„ Acostp + Usinij; _ Ccostj^ + B sint{) _ 

* cos(j> sititj; 

ou, ce qui revient au meme, 

I (A — «) cosi|j 4- C simj; = 0, 

^ Ceos(j' 4 -(B— s)sin 4 » = o; 


puis, en eliminant Tangle on en conclut 
(18) (A-s)(B-s)-C*=o. 


De plus, les deux racines de I’equation (18) sont evidemment 

A + B 


/ \ A + B j ( A — B ^ 

(19) — s=- 




et elles ne peuvent devenir egales entre elles que dans le cas parlicu- 
lier oii Ton a 


(20) 


A = B, 0 = 0. 


Dans ce dernier cas, Tune et I’autre se r^duit k la quantite A, et Ics 
Equations (i 7) se trouvent verifi^es, quel que soit Tangle tj/. Mais, dans 
le cas contraire, les equations (17) fournissent une valeur unique ct 
reelle du rapport 


sin<|; 
cos 41 


= tang 4 - 


Ajoutons que Tequation (12) deviendra, en vertu des formules (17), 
(21) s(|cos44-Yisin4)i-+-Dcos44-Esin4 = o. 
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Or cette dernifere representera evidemment une droite determinee, 
toutes les fois que Tangle aura une valeur determinee, et la quan- 
tile s une valeur differente de zero. Enfin il est clair que, pour une va- 
leur de s difierente’de zero, Tequation (9) fournira deux valeurs de r 
deterniinees et de signes contraires, toutes les fois que la droite (2) 
rencontrera la ligne (i). Done la ligne (i) offrira deux axes principaux 
correspondants aux deux racines de Tequation (18), si ces racines sont 
inegales, et si aucune des deux racines ne s’evanouit. 

Si, Tequation (18) ayant ses racines inegales. Tune d’elles se redui- 
sait a zero, la ligne representee par cette equation continuerait d’offrir 
un axe principal correspondant k Tautre racine. 

Enfin, si Tequation (18) avail ses deux racines egales entre elles, 
mais differentes de zero, alors, en substituant au lieu de ^, dans la for- 
mule (21), la valeur commune des deux racines, et attribuant succes- 
sivement a Tangle <|/ une infinite de valeurs diverses, on obtiendrait 
une infinite de droites dont chacune pourrait etre consideree comme 
un axe principal de la ligne (1). 

On ne pent supposer que les racines de Tequation (18) soient toutes 
deux nulles, a moins d’admettre que Ton aA=B = C = o, e’est-a-dire 
que la formule (i) cesse d’etre une equation du second degre. 

II sera maintenant facile de resoudre la question suivante ; 

PROBLfiME I. — Reckercher quelles sont les diffirentes espices de Ugnes 
du second degri. 

Solution. — Comme nous avons prouve que, pour chaque ligne du 
second degre, il existe au moins un axe principal, e’est-k-dire un axe 
qui la divise en deux parties symetriques, on pourra prendre cet axe 
pour axe des oc. Alors Tequation de la ligne ne devra pas etre alteree 
quand on y remplacera y par — y, et, par consequent, les termes qui 
renfermeront la premikre puissance de / devront s’evanouir. Done 
cette equation sera de la forme 


(22) 


Aa’-t-B/®-!- 2Da: = K. 
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3 ’ajoute qu’on pourra toujours r^duire k zero le coefficient D, si la con- 
stante A n’est pas nulle, et la quantite K, si, A etant nulle, D difffere de 
zero ; car, pour y parvenir, il suffira de remplacer, dans le premier cas, 

X par etf dans le second cas, a? par c’esl-a-dirc de 

transporter I’origine sur I’axe des x, au point qui a pour abscissc 
D K 

— ^ ou Cela pos 6 , 1 ’equation (i) prendra Tune des formes 

(23) Aar’ + Bj* =K, 

(24) Bj*+ 2 Da; = o. 


De plus, si, dans les formules (aS), (24). on suppose les coefficients 
A, B, D, K differents de z 6 ro, il suffira de faire 


K 

A 





D 

B — 


a, b, c designant des quantites positives, pour ramener ces formules 
aux deux suivantes : 



(26) /-=zt2ca?. 

Or la formule (aS) comprend : 1° I’equation 


(27) 



qui represente une ellipse dont les demi-axes sent a etb; 2" les deux 
equations 


(28) 


TT* 



=1, 


(29) 



=1, 


qui representent deux hyperboles dont les demi-axes sent a et 6 ; 
3 ® I’equation 
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qui ne represente aucune ligne. L’ellipse (27) deviendrait un cercle si 
Ton avait a-=b. Quant a la formule (2G), elle repr^sente evidemmenl 
line parabole dont c ost le parametre. 

Si Ton faisait evanouir, dans I’equation (28) ou (24), une ou deux 
des constantes A, B, D, K, mais de maniere que cette equation ne 
eessat pas d’etre du second degre, on obtiendrait Tune des formules 


(3i) 


(32) 

t!- 

II 

(33) 

Bv*=R, 

(34) 

x^=o. 

(35) 

jS = 0. 


Or les seules lignes que puisse representer une de ces formules sent : 
i" deux droites qui se coupent a I’origine des coordonnees; 2° deux 
droites paralleles a I’un des axes coordonnes; 3 ® I’un de ces memos 
axes. 

En r6sum6, une ligne du second degre ne peut etre qu’une ellipse' 
ou un cercle, une hyperbole, une parabole, ou un systeme de deux 
droites qui se reduisent quelquefois a une seule. Parmi ces lignes, I’el- 
lipse et I’hyperbole, qui peut se reduire a deux droites passant par un 
meme point, sont les seules qui offrent deux axes principaux et de 
positions determinees. Le cercle offre une infinite d’axes principaux 
qui ne sont autres que ses diametres. La parabole offre un seul axe 
principal. Enfin le systtme de deux droites parall&les offre pour axes 
principaux non seulement une troisieme parallele qui divise la dis- 
tance des deux premieres en parties egales, mais encore Tune quel- 
conque des droites menees'perpendiculairement a ces m^mes paral- 
leles. 

Nota. — On peut aisement s’assurer que les courbes representees 
par les equations (26), (27), (28) et (29) jouissent des proprietes 
connues qui servent k la description de la parabole, de I’ellipse et d<' 
I’hyperbole. 

OEuvres de C. — S. I4 t- VIll. 


12 



90 


DISCUSSION DES LIGNES ET DES SURFACES 
En effot, considerons d’abord I’equation 
(36) 

a laquelle se reduit la formule (2G) quand on clioisit convcnablemenl 
la direction des x positives. Si Ton nomme t la distance comprise' 
entre un point (a?, j) de la courbe (36) et le point situe sur le demi- 
axe des x positives a la distance de I’origine, on aura 

et, par suite, 

(87) = 

Done cette distance sera equivalente a celle qui separera le point 
de la parallMe a I’axe des j a laquelle appartient I’equation 

(38) j? — |c. 

Or on reconnait evidemment ici la propriety caract4ristique de la para- 
bole. 

Considerons en second lieu Tequation (27), dans laquelle a surpas- 
sera h, si Ton a convenablement choisi I’axe des x, et posons 

(89) a*— 

Cette equation donnera 

(4o) — £»)(a*— j?*). 

De plus, si Ton appelle r la distance comprise entre le point (a?, y') d(' 
la courbe (4o) et I’un des deux points situes sur I’axe des a? ii la dis- 
tance at de roriginc, on aura 

r-= ± (it? rha!e)®H- (i — e®) (a® — a?®) =z{a± 

puis on en conclura, en ayant egard aux conditions e®<i, aj®<a*, 
i^x^c^a^. 
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Done Ics distances du point (a?, y) aux deux points dont il s’agit 
seront 


a — zx, a + sjr, 


el la somme de ces distances sera constamment equivalente a o.a. On 
roconnait evidemment ici la propriety caracteristique de Tellipse. 

Considerons enfin I’^quation (28) a laquelle on ramene I’eqiia- 
tion (29), quand on echange entre elles, d’une part, les coordonnecs 
X, y‘, d’autre part, les constantes a et et posons 

( 42 ) 

Cette equation donnera encore 

( 43 ) = 


Par suite, si Ton appclle r la distance comprise entre le point {x, y) de 
la courbe ( 43 ) et Tun des points situes sur I’axe des a? k la distance az 
de I’origine, on aura toujours 

r*=(a±:Eaj)*; 

puis on en conclura, en ayant egard aux conditions s®>i, 
s*a?® >■ a*, et supposant x positive, 

(44) r = ex±a. 

Done les distances du point {x,y) aux deux points dont il s’agil 
seront 

zx — a, zx + a. 


et la difference de ces distances sera constamment egale a 2a. On rc- 
connait evidemment ici la propriete caracteristique de I’hyperbole. 

Dans les equations (39) et (42), la constante e est ce qu’on appelb' 
\ exceniridti de I’ellipse ou de I’hyperbole. 

Lorsqu’une ligne du second degre offre deux axes principaux de 
positions determin^es, cetle ligne ne pouvant etre qu’une ellipse, ou 
une hyperbole, ou un systkme de deux droites qui se coupent, les deux 
axes principaux sent n^cessairement perpendiculaires Tun a I’autre. 
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C’est, au reste, ce que Ton demontre sans peine a I’aide des formulos 
(17) et (18). En offet, nous avons vu que la ligne (i) a deux axes prin- 
cipaux determines, lorsque Ics racines de requation(i8) sent inegales 
et different de zero. Or soient 5,, ces racines supposees inegales, ef 
vl;), '-pa les valeurs corrospondantes de tirees des formules (17) ou, 
ce qui revient au meme, de Tune des suivantes 


(45) 



I _ ^-R . 
lang({; ~ C ’ 


tang'I'i, tangi{/2 seront les deux racines de I’equation 

g 

( 46 ) tang® -I g — tangi}; — 1 = 0 , 


que produit I’elimination de s entre les formules (45). On aura done 

(47) lang'^i tang'^s= — I ou n-lang 4 iitang 4 is=:o. 

Or cette derniere formule exprime evidemment quo les axes principaux 
correspondants aux racines s,, se coupent a angles droits. Ajoutons 
que I’equation (46), qui peut encore etre presentee sous Tune des 
formes 

(48) langat{;= ^^^^ » 

(49) C(cos*4' — sin®!]') + (B — A) sind/cos'^ = 0 , 

coincide evidemment avec I’equation (i5). 

Dans le cas que nous venons de considerer, le point d’interscction 
des deux axes principaux de la ligne (i) est evidemment un centre, et 
m^me le centre unique de cette ligne. Alors aussi un axe diam6tral, 
represente par la formule (ti), est toujours un veritable diamfetre de 
la courbe ; et, comme le centre est n6cessairement situe sur tons les 
diamMres, ses coordonnees, que nous designerons par yj, verifient 
la formule (1 1), quel que soit Tangle par consequent les deux equa- 
tions 


( 5 o) 


A^ -f” Cy] -(- D — 0 , C^ By) -i- E — o. 
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dcsquclles on lire 


(5i) 


v_ CE-BD 
^ “ AB - C* ’ 


CD -AE 
~ AB — C* ■ 


Cela pose, soil k la valeur de u correspondante aux valeurs precedentes 
de \ et de v). On trouvera 

(Ss) k “ A^® + Bv]® -f - 1 Ccn ”t“ 3 D c 2 EV 5 — Dc -4- Ev], 


ou, ce qui revient au meme, 


(53) 


AE®-+-BD®-2CDE. 

C®-AB 


et, si le diamfetre represente par Tequation (2) rencontre la ligne (ij, 
la longueur interceptee par cette ligne sur le meme diametre sera egale 
au double de la longueur r determinee par I’equalion 

( 54 ) 

que Ton deduit de la formule (9) en prenant u — k. 

Concevons a present que, dans la formule ( 54 ), on substitue sueces- 
sivement pour s les deux racines de I’^uation (18). Les valeurs cor- 
respondantes de r seront toutes deux r^elles, ou Tune reelle et I’autre 
imaginaire, suivant que la ligne (i) sera rencontree par ses deux axes 
principaux ou par un seul d’entre eux, ou, en d’autres termes, suivant 
que la ligne (i) sera une ellipse ou une hyperbole. Dans lapremi&ro 
hypothese, les deux racines de I’equation (18) seront necessairement 
des quantites affectees du meme signe que la difference K — et par 
consequent Ton aura 

(55) AB-C®>o, (A + B)(K-^)>o. ■ 

Dans la secondc hypothese, les racines de I’equation (18) devront etre, 
Tune positive, I’autre negative, et en m^me temps la difference K — k 
devra differer de zero. On aura done alors 


(56) 


AB-C®<o, 


(K-A-)®>o. 
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Le centre de I’ellipse ou de I’hyperbole ci-dessus mentionnecs devicn- 
drait evidemment un point de cette ligne; en d’autres termes, Tellipsc 
se reduirait au point (?, y]), et I’hyperbole a deux droites passant par 
CO memo point, si la difference K — k venait a s’evanouir. Par conse- 
quent I’equation (i) representera une ellipse reduite a un point, et sera 
verifiee par les seules coordonn 6 es 

si Ton a 

(07) AB — C®>o, K = A’. 

Au contraire, la memo equation representera une hyperbole reduite a 
deux droites, si Ton a 

( 58 ) AB-C‘<o, K = L 

Knfin, si Ton avait 

(Sg) AB — C®>o, (A-+-B)(K — ^)<o, 

les deux racines de I’^quation (18) etant alors affectees de signes con- 
traires au signe de la difference K — les valeurs de r, tiroes de la 
formulc (54). deviendraient imaginaires, ct I’^uation (i) ne ropre- 
senterait plus aucune ligne. 

Si les racines de I’equation (i 8 ) etaient differentes de zero, mais 
egales entre elles, alors, les conditions (20) 6 tant rcmplies, I’equa- 
tion (i) se reduirait a 

( 60 ) ja;-+-3 = 

ou, ce qui revient au rnSmc, b 

, EV AK-h-D*+E* 

( 6 .) 

et representerait un cercle ou un point, ou ne representerail rien, sui- 
vant que Ton aurait 

AK -T“ D®-t- E*> 0, ou AK "t~ D*-+- E*— 0, ou AK-t-D*-t-E*^o. 
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Commo on tirerait d’aillcurs des equations (20) et (o 3 ) 

AB - C~ AS A- = - 

A 

il est clair que les conditions ( 55 ) seraient v^rifiees dans le premier 
cas, les conditions (57) dans le second, et les conditions (59) dans le 
troisieme. 

Lorsque I’equation (18) offre une racine nulle, c’est-a-dire lorsqin* 
la condition 

( 62 ) AB-C*=o 

se trouve remplie, on tire des formules (17), en clierchant la valeur 
de 4* qui correspond a cette racine, 

(63) langti=— 5 =— g. 

Alors aussi la formule (21), reduite a 

(64) tang({;=— 5, 


est on n’est pas verifiee, suivant que la condition 


(65) 


A_C _D 
C ~B “E 


est ou n’est pas remplie. Dans la premiere supposition, la formule (9 ) 
se trouve satisfaite, quelle que soitr, ou ne peutl’Stre, suivant que les 
coordonn6es y\ verifientoune verifientpas I’equation (1), et par con- 
sequent cette equation ne pent representer que deux droites paralleles. 
II est d’ailleurs facile de s’en assurer, en observant que la condition (6 j ) 
equivaut aux deux suivantes 

(66) A=^, 


et qu’en vertu de ces dernibres I’equation (i) devient 


(67) 


^ (Da; + Ej)* -t- 2 (Da; E/) = K. 



96 DISCUSSION UES LIGNES ET DES SURFACES 
Ur la formule (67), de laquelle on tire 

(6S) D + Ej = - 5 ? ± i v'M ( DE -h CK), 

nc pout representor qu’un systeme de droites paiilleles. Ccs memos 
droites seront distinctes Tune de Tautre, si Ton a 

(69) DE(DE4-CK)>o. 
filJes se confondront, si Ton a 

(70) DE (DE “H CE) — o, 
ct disparaitroiit, si Ton a 

(71) DE(DE-f-CK)<o. 

Ajoutons que les conditions ( 65 ) ou (66) peuvent elre remplacees par 
Ic systeme des formules 

(72) AB-C==o, AEs+BD=-2CDE = o. 

Si la condition ( 65 ) n’etait pas remplie, on ne pourrait plus satisfaire 
a r^quation (21) en prenantpour^ la racine nulle de I’equation (18), 
et par consequent la ligne ( i) n’offrirait qu’un seul axe principal. Done 
cette ligne ne pourrait etre qu’une parabole. 

A I’aide des principcs que nous venons d’elablir, on resoudra sans 
peine la question suivantc : 

PaoBLiaiE II. — iltant donnee une equation du second degre entre deux 
aoo 7 'donndesrectangulairesx,yt ddterminer V espice de la Ugne reprdsenide 
par cette, equation. 

Solution. — Supposons les coefficients de I’equalion (i) clioisis dc 
maniere qu’elle coincide avec I’equation donnee.’ Pour determiner I’es- 
pece de la ligne du second degre que celle-ci represente, on commen- 
cera par former et par discuter I’equation (18). Admettons d’abord que 
cette derni'ere equation n’offre pas de racines nulles, ou, cn d’autres 
termes, que Ton ait 


( 73 ) 


{AB-C»)*>o. 
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Alors la ligne (i) sera une ellipse, siAB — C® estpositif, et une hyper- 
bole, si AB — C® devient negatif. De plus, I’ellipse se transformera en 
un cercle, si Ion a A = B, C = o; elle se reduira simplement a un 
point, si la difference K — ^ s’evanouit, etdisparaitra si cette difference 
u’ost pas nulle ou affectee du meme signe quo la somme A -i- B. Quant 
a I’hyperbole, elle se reduira au systeme de deux droites qui sc coupe- 
lont, si 1 on a K ^ z= o. Enfin, si la quantite AB — C® devient nullc, 
I equation (i) representera une parabole; et cette parabole se transfor- 
inera en un systeme de droites paralleles si la formule (G 5 ) cst verifiee. 
Ajoutons que ces droites paralleles se confondront ou disparaitront si 
la condition (70) ou (7 1) se trouve remplie. 

Lorsque la ligne (i) est une ellipse ou une hyperbole, et que Ton 
suppose, dans I’equation (2), les coordonnees tj determinees paries 
lormules (oi), alors, pourrendre I’equation (2) propre a representer 
un axe principal de la ligne (i), ilsuffit de choisir Tangle de maniere 
a verifier la formule (49)' de cette derniere formule combin^e avec 
T^quation (2) on deduira la suivante 

( 74 ) C[(x - ?)*- (7 -u)*] 4 - (B - A) (x~^) (7 - Vi) = o, 
que Ton pourra encore ecrire sous Tune des formes 


(75) 

(76) 


A(a;-^) + C( 7 -^) _ C(j?-D+B( 7 -ri) 

x — I 7_YJ 

Ajc -h C7 -t- D Cj:’ + By + E 

x — ^ 7 — Vi ’ 


et qui, dans Thypothese admise, representera les deux axes principaux 
de la ligne (i). Si cette ligne cst une ellipse, et si Ton nomme 2a, 2.b 
les axes de Tellipse, c’est-k-dire, les longueurs interceptees par cette 
ellipse sur les deux axes principaux, a, b seront evidemment les deux 
valeurs positives de r propres a verifier Tequation 


(77) 




que produit Telimination de s entre les formules (18) et ( 54 ). Au con- 


QEu^res He C. — S. 11, t. VlII. 


l3 
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traire, si la ligne (x) est une hyperbole, I’equation (77) n’offrira qu’unc 
racine positive, et, si Ton designe par a cette racine, 2a sera I’axe reel 
de rhyperbole, e’est-a-dire, la longueur intercept^e par cette courbe 
sur I’axe principal quila rencontre. Ajoutons que I’equation (2) repre- 
sentera une asymptote de I’byperbole lorsque, en supposant ?, y] deter- 
minees par les formules ( 5 o), on choisira Tangle ({/ de maniere que la 
distance r d^duite de la formule ( 54 ) devienne infinie, et par conse- 
quent de manifere a verifier T6quation 

(78) 5 = 0 

ou 

(79) Aco 8 * 4 >-i-Bsin*ij^-f- 2 Ccos<j^siQ 4 ' = o» 

Done les deux asymptotes de Thyperbole seront repr^sentees par T6- 
quation 

(80) A(a:-|)*-t-B(/-Yi)*-l-aC(ar-O(/--0) = o, 

que produit Telimination de Tangle 4 * entre les formules (2) et (79). 
Remarquons d’ailleurs qu’en vertu des formules ( 5 o) et ( 52 ) Tequa- 
tion (80) pourra etre reduite a 

(81) Aa?*-t-B/*-l-2Ca:/-FDa;-hE/ = A. 

Lorsque Thyperbole se transforme en deux droites, on a A = K, et Te- 
quation (81) se reduit, comme on devait s’y attendre, a Tequation (i). 

Lorsqu’une hyperbole represenUe par Tequation (i) a pour centre 
Torigine mSme des coordonnees, cette Equation devient 

(82) Ad?’-l-B/*-f-2Car_7' = K; 

et, comme, dans cette hypothbse, les asymptotes passent necessaire- 
ment par Torigine, Tequation qui les represente se reduit necessaire- 
ment a 

( 83 ) Aa:* 4 - BjK*+2Ca;/ = o. 

On arrive b la meme conclusion, en observant que, dans Tbypothbse 
admise, on a D = o, E = o et, par suite, k — o. 
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Dans le cas ou I’hyperbole representee par Tequation (i) n’a pas 
1 origine pour centre, I’equation (83) represente les paralleles menees 
par cette origine aux deux asymptotes. 

II est bon d observer que la difference AB, — C* est negative, nolle 
ou positive, suivant que les valeurs de ^ tirees de I’4quation (83) sont 
reelles et inegales, ou 6gales ou imaginaires, c’est-k-dire, en d’autres 
termes, suivant que I’equation (83) est propre a representer deux 
droites ou une seule droite, ou seulement I’origine des coordonnees. 
Ajoutons : i° que, dans le cas ou la ligne (i) admet un centre, les 
coordonn4es de ce centre, determin^es paries formulas (5o), sontpre- 
cisement les valeurs de a? et de y que fournissent les derivees de I’e- 
quation (i), prises successivement par rapport aux deux variables a?, v, 
savoir 

(84) Aar4-C/4-D = 0 , Ca;-4-Bj-i-E = o; 

2 " qu’il suffit de substituer ces valeurs de a? et de dans le premier 
membre de I’^quation (i), pour obtenir la quantite designee par k\ 
3® que, s’il existe un ou plusieurs points dontles coordonnees v^rifient 
les formulas (84), un deplacement de I’origine transportee en un de 
ces points reduira I’equation (i) a la suivante 

(85) AaJ*-l-B7*H-2Cay' = K — A'; 

4“ que, si I’equation (i) ou (85) represente une ellipse ou un systfeme 

de droites paralleles, cette ellipse ouce systeme de droites sera reel ou 

imaginaire, suivant que les coefficients A, B, dont le produit restera 

positif, en vertu de la condition AB — C®)>o, seront des quantit^s 

affect6es du meme sigue que la difference K ~ A, ou du signe con^ 

traire. 

* 

Lorsque I’equation (83) represente une seule droite, lanondition (65) 
est ou n’est pas remplie, suivant que les valeurs de x,y, tiroes des for- 

mules (84)t se presentent sous la forme ^ ou sous la forme -- 
Nous ferons remarquer encore avec quelle facility on deduit des for- 
mules ( 2 ) et ( 11 ) I’^quation d’une tangente menee b une ligne du 
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second degre par un point donnedecetteligne. En effet, soient v] les 
coordonnees du point dont il s’agit. Pour que la droite (2) sc reduise 
a la tangcnte menee par le meme point, il suffira que la cordc mesurec* 
sur cette droite s’evanouisse, et que le milieu de cctte corde coincid(' 
avec le point (?, t]). En d’autres termes, il suffira de choisir Tangle 'I 
de maniere que la formule (11) soit v6rifi6e. Done, si entre cette for- 
mule et Tequation (2) on elimine Tangle fp, Tequation resultanto, 
savoir 

(86) (A? 4- Cn-t- D) (a” — ^) + (C- + Bn + E) (7 — Yi ) = o, 

sera precisement celle de la tengentc men6e 'a la ligno (i) par le point 
(?, ■/]). De plus, comme Ics coordonnees vj verifieront evidcmmenl la 
formule 

(87) A^®+Bv]*+2C?n-l- 2D' + 2 Eyi = K, 

Tequation (86) pourra ^tre reduite h. 

(88) 4-Cn4“D)j74'(C^4-Bn4~E)7 — — En- 

Pour montrer une application numerique des methodes devclopp^es 
dans ce paragraphe, proposons-nous de trouver quelle est la courbe 
representee par Tequation 

(89) 2 a;* 4- 5 ^ 7 4 - 3 /® — 3 a?— 4 / = o. 

Dans ce cas, la formule ( 83 ) deviendra 

I 

-h S/-— o 
OU 

(90) (a; 4-7) (2a? 4- 3 /) = 0, 

et repr6sentera deux droites distinctes; d’ou il suit que la courbe (89) 
sera une hyperbole. De plus, les derivees de Tequation (89), prises par 
rapport a a; et ky, savoir 

(9O 4^5 4-57 — 3 = 0, oa? 4- 67 — 4 = 0, 

donneront pour les coordonnees du centre 
(92) a? = 2, 
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et, en substituant ces coordonn^es dans le premier membrc de I’equa- 
tion (89), ou, ce qui rcvient au meme, dans la fraction 


3 J? -H 4,v 
2 ’ 

on trouvera pour resultat 

(93) A = -t. 

Done les asymptotes de I’liyperbole (89) scront representees par la for- 
mule 

(94) 3u; — 4j = — I, 
que Ton pent ecrire comme il suit : 

(95) — i)(2a?-f-3y — i) = o. 

En d’autres termes, ces asymptotes seront representees, I’une par 
I’equation 

(96) + y = 

I’autre par I’equation 

(97) 2x+:-}y=i. 

Les asymptotes etant construites, il suffira de diviser en parties egales 
les angles qu’elles forment entre elles, pour obtenir les deux axes prin- 
cipaux de I’byperbole, et d’ailleurs ces axes seront representes par la 
formule (76), qui, dans le cas present, deviendra 

/ QV 4^ + 5.y — 3 _ 5a?+67 — 4 

^9 ' j~—2 y — I 

Nous observerons, en terminant ce paragraphe, que, si deux lignes 
du second degre sont repr 6 sent 4 es par deux Equations en ar, y, dans 
Icsquelles se retrouvent les mSmes termes du second degre, ces deux 
lignes seront en meme temps deux ellipses, deux cercles, deux hyper- 
boles ou paraboles, chacune des ellipses pouvant, ainsi que chacun des 
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cercles, se reduire a un point on disparaitre, chacune des hyperboles 
pouvant se reduire a ses asymptotes, et chacune des paraboles a son 
axe ou a deux droites parallMes a cet axe. Dans ces divers cas, Tune 
des deux lignes oflFrira toujours un axe principal ou des axes princi- 
paux parallfeles a un axe principal ou a des axes principaux de I’autre. 
D’ailleurs, etant donn^e une Equation quelconque du second degre 
cntre trois coordonnees rectangulaires a;, y, z, si Ton coupe la surface 
que cette equation represente par des plans paralleles au plan des x, 
y, les lignes d’intersection seront 6videmment representees par des 
equations en x, y, dans lesquelles on retrouvera toujours les memos 
lermes du second degr6. Done, puisque le plan des x,y est entiero- 
ment arbitraire, on pent affirmer que, deux sections etant faites dans 
une meme surface du second degre par deux plans paralleles. Tune des 
sections offrira toujours un axe principal ou des axes principaux paral- 
leles k un axe principal ou a des axes principaux de Tautre. 


§ II. — Discussion des surfaces du second degri, 

Soient x, y, z les coordonnees d’un point rapportees a trois axes 
rectangulaires. L’equation la plus generale des surfaces du second 
degre sera de la forme 

(t) Cs’-t- 2 T)yz + aEzx + iFxy 4 - aGa; + aH/ -+- als = K, 

A, B, G, D, E, F, G, H, I, K designant des quantites constantes; et les 
equations d’une droite menee par le point (?, tj, de manifere qu’elle 
fasse avec les demi-axes des coordonnees positives les angles a, p, y 
renfermes entre les limites o, ic, seront comprises dans la formula 

cosa cosp cosy 

Admettons maintenant que le point (^, v], (^) coincide avec le milieu 
d’une corde de la surface (i), et le point (x, y, z) avec Tune des extr^- 
mites de cette corde. En designant par nr la longueur de la corde, et 
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posant, pour abreger, 

1 5 = A cos*a + B cos*p + C cos®y 

aD cos (3 cosy + aE cosy cosa -+- aF cosa cos^, 

) «=A^*+By)»+CC* 

( + aDY)? + 2E?^4- aF|Y) + aG?4- aH»H- alC, 


on etablira sans peine, comme on I’a fait dans un precedent article 
(voir les pages 9 et suiv.), les deux Equations 

( 4 ) 5r*-+-M = K, 

^ ^ (A4 + Fy) 4 - Ef + G) cosa 

I 4-{F?4-BY) + DS4-H)cosj3 + (E4-hDYj4-C?4-I)cosy = o. 


La seconde de ces Equations, si Ton y considere y], C comme va- 
riables, representera le plan dicandtrcd qui renfermera les milieux d’un 
systfeme de cordes paralleles de la surface (i) ; et ce plan diametral 
deviendra un plan principal, c’est-a-dire un plan qui sera perpendicu- 
laire aux cordes paralleles, de manibre b diviser la surface (i) en deux 
parties symbtriques, si I’equation ( 5 ) subsiste en mbme temps que les 
suivantes ; 

A cosa 4 - F cosp 4- E cosy 


cosa 


( 6 ) 


(7) 


Fcosa-{- B cos (3 

~ cos^ 


P cosy 

E cosa4-D cosP4-Ccosy _ 


cos’ a- 


cosy 

• cos*p4-cos*y = i. 


D’ailleurs on tire de la formule (6) 


( 8 ) 


( A — s) cos a 4 - F cosP 4- E cosy = o, 
Fcosa4- (B— 5 ) 008 ^ 4 - D cosy = 0, 
E cos a 4 - D cos j3 4- (C — s) cosy = o. 


puis, en bliminant les angles a, p, y, 

(9) (A - 5) (B - s) (C - s) - D* (A - 5) - E’(B -5)-F*(C - s) + aDEF = o 
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et, en vertu de la meme formule, Tequation ( 5 ) se reduit a 
(lo) cosst + Ti cosj3 •+ ?cosy) + G cos a + H cosp + 1 cosy = o. 

Knfin Ton prouvo aisement (voir les pages i 5 et suiv.) : i° quo Ics Irois 
racines de Tequalion (9) sent toujours reelles; 2° que, dans le cas oil 
cos racines soul inegales, les formules (8) fournissent des valeurs cor- 
respondantes, reelles et determin^es, pour les quantites cosa, cos^, 
cosy; 3° que, dans le cas ou deux racines de I’equation (9) deviennent 
egales, les formules (8) fournissent un nombre infini de systemes do 
A’aleurs de cosa, cos^, cosy correspondents a ces m^mcs racines, sa- 
Yoir, tons ceux qui verifient I’equation (7) et la suivante : 

(u) EFcosa + FD cosP + DEcosy = 0 . 

Cela pose, il cst clair que, pour cheque surface du second degre, il 
oxistera toujours au moins deux plans principaux. En efFet, comme 
I’equation (10) repr6sentera un plan determine, toutes les fois quo les 
angles a, p, y auront des valeurs d6terminees, et la quantity s une va- 
lour differente de zero, on peut affirmer que la surface (i) olfrira deux 
ou trois plans principaux, si deux ou trois racines de I’equation (9) 
sont inegales et differentes de zero. Si la m^me equation a deux racines 
differentes de zero, mais egales entre elles, la surface (1) offrira une 
infinite de plans principaux correspondents a ces racines et aux di- 
verses valeurs de a, p, y qui verifient les formules (7) et (t i). Enfin, si 
I’equation (9) admet une seiile racine diflerente de zero, avec deux ra- 
cines nulles, la premibre racine eontinuera de fournir un plan prin- 
cipal de la surface (i); et, comme on v6rifiera la formule (10) en posant 
a la fois 

(12) ^ = o, 

(13) Gcosa-i-Hcosp-i-Icosy = o, 

les racines nulles correspondront elles-mfimes un nombre infini de 

plans principaux qui seront representes par des equations de la forme 

* 

I cos a + u cos p -h C cos y = const., 


( 4 ) 
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les valeurs de a, p, y etant determinees par les equations (^), (i i) et 
(i 3 ). On peut, au reste, verifier directement cette derniere assertion. 
En eifet, si I’equation (9) a deux racines nulles, I’equation (r) se re- 
duira simplement a la formule (io 3 ) de la page 33 , c’est-a-dire a 

(i 5 ) DEF^g + |' + |y+aGa:-i-2H7 + 2 l 5 = K, 

et representera un cylindre dont les generatrices, etant parallMes a la 
droite que determinent les deux equations 


(16) 

(17) 



Ga? H- TSLy -f- Is = 0 , 


formeront avec les axes coordonnes les angles a, y qui verifient les 
formules (7), (ii) et (i 3 ). Done tout plan represente par I’equa- 
tion (r4) sera perpendiculaire k ces generatrices, et divisera la surface 
en deux parties symetriques, en sorte qu’on pourra le eonsiderer 
comme un plan principal. Si les Equations (16) et (17) se r^duisaient 
k une seule, le cylindre se transformerait en un syst^me de deux plans 
parallkles, et I’on pourrait ranger parmi les plans principaux, non seu- 
lement un troisifeme plan qui diviserait la distance des deux premiers 
en parties egales, mais encore tons ceux qui leur seraient perpendicu- 
laires. 

On ne peut supposer que les trois racines de I’equation (9) s’eva- 
nouissent, k moins d’admettre que Ton a 

A = B = C = D = E=:F = o, 


e’est-k-dire, k moins d’admettre que la formule (i) cesse d’etre une 
equation du second degr6. 

11 est encore facile de s’assurer que, parmi les plans principaux rela- 
tifs k une surface du second degre, on peut toujours en trouver deux 
qui se coupent k angles droits. En efiet, si deux ou trois racines de 
i’equation (9) sont inegales et diffferent de z6ro, les plans principaux 
correspondants k ces racines seront, d’apr^s ce qui a 6te dit dans un 

OEuvres de C. — S. II, t. VIII. 1 4 
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autre article (pages i8 et 19), perpendiculaires Tun a I’autre. Si la meme 
equation a deux racines distinctes de zero, mais egales entre elles, il 
existera une infinite de plans principaux perpendiculaires aux diverges 
droitesqui formeront avec les demi-axes des coordonnees positives des 
angles «, y propres k verifier la formule (ii), et, par consequent, 
tous les plans perpendiculaires k celui que repr4sente I’equation (i6) 
seront des plans principaux. Or ces m^mes plans, consideres deux a 
deux, sc couperont encore k angles droits. Enfin, si I’equation (9) 
admet une seule racine diffiferente de zero avec deux racines nulles, le 
plan principal correspondant h. la premiere racine et les plans princi- 
paux correspondants aux racines nulles devront toujours etre perpen- 
diculaires entre eux, puisque les normales a ces memes plans seront 
des droites perpendiculaires entre elles (wir les pages 20, 21). 

II est maintenant facile de resoudre la question suivante. 

Probl£he I. — Recherck^r quelles sont les diffirentes espices de surfcuies 
du second degrd. 

Solution. — Comme nous avons prouve que, pour chaque surface du 
second degre, ii existe au moins deux plans principaux perpendicu- 
laires Tun k Tautre, on pourra les prendre pour plans des y, s et des 
X, 3. Alors I’equation de la surface ne devra pas etre alter^e quand on 
y remplacera x par —x etj par —y; par consequent, les termes qui 
renfermeront les premieres puissances de a; et de / devront s’evanouir. 
Done toute surface du second degri pevZ itre represenUe par une iquation 
dela forme 

(18) Aa;*4'Bj^-f-Cs’-l-2l3 = K. 

Comme cette proposition sert de fondement k la solution du problkme 
qu’il s’agissait de resoudre, il ne sera pas inutile d’en offrir ici une se- 
conde demonstration, qui exige moins de calcul que la premikre. 

Etant donn^e une surface quelconque du second degr6, on peut tou- 
jours choisir les plans rectangulaires des x, y, des x, z et des y, z, de 
manifere que le plan des ar, y coupe la surface, et que I’axe des x coin- 
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cide avec I’axe principal on avec Tun des axes principaux de la section 
faite par ce mfime plan. D’ailleurs, si Ton suppose la surface du second 
degre representee par I’equation (i), la section faite par le plan des 
X, y sera une ligne du second degre, represent^e elle-meme par la for- 
mule 

(«) Aa:* + + 2 Gir- 4 - 2H^' = K; 

et, pour que I’axe des x soit un axe principal de cette ligne, il faudra 
que I’equation (a) ne soit pas alteree quand on y remplacera x par 
— X, c’est-Ji-dire que les termes du premier degre en x disparaissent, 
et que Ton ait en meme temps F = o, G = o. Done une surface quel- 
conque du second degr6 pourra 6tre repr6scntee en coordonn^es rec- 
tangulaires par la formule 

(6) 2Dj3 + 2^sx + 2Hj + ala = K- 

Mais alors, la quantite F etant reduite a zero, I’equation (9) de- 
viendra 

(c) (A — (B — j) (C — s) — D®(A — s) — E*(B — s) = o. 

Or, pour s’ assurer que cette derniere a ses trois racines reelles, il suflSt 
de substituer dans le premier membre les valeurs suivantes de s 

s= — 00, s = A, s — B, s — co, 

rang^es par ordre de grandeur. En efifet, supposons, pour fixer les 
idees, A<B. Les valeurs dont il s’agit, 6tant substituees dans le pre- 
mier membre de I’equation (e), fourniront les quatre resultats 

00, -E»{B-A), -^D*(B-A), -00; 

et, comme ces resultats seront alternativement positifs et negatifs, il 
est clair que I’^quation (c) aura, dans I’bypothfese admise, trois racines 
reelles, la premifere inferieure k A, la seconde comprise entre A et B, 
la troisikme superieure a B. Si Ton supposait, au contraire, A > B, on 
6tablirait de la mfime manifere I’existence de trois racines reelles qui 
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seraient, la premiere inferieure k B, la seconde comprise entre A et B, 
la troisifeme superieure a A. La realite des trois racines de I’^qua- 
tion (c) etant ainsi demontree, on remarquera que ces trois racines ne 
peuvent s’evanouir a la fois, a moins que I’on n’ait A=o, B=o, C=o, 
D = o, E = 0 , F = o, c’est-a-dire k moins que I’equation (6) ne cesse 
d’etre du second degre. Done I’equation (c) offrira toujours au moins 
une racinc differente de zero. Ajoutons que, si Ton substitue, dans 
I’equation (lo), des valeurs de cosa, cos^, cosy correspondantes k ces 
racines et propres k verifier les equations (8), ou plutot les suivantes 

/ (A — j) cosa + £0087 = 0, 

(d) < (B — ^)cosp + Dcosy = o, 

( E cosa + D cosp + (C — s) cosy = 0, 

r^quation (lo) representera toujours un plan principal de la sur- 
face (b). Done, pourtoute surface du second degre, il existe au moins 
un plan principal, e’est-k-dire un plan qui divise la surface en deux 
parties spietriques. Concevons, k present, que Ton prenne ce plan 
principal pour plan des x, z. L’ equation de la surface ne devra pas 
etre alter^e quand on y remplacera y par ~y. Done elle sera de la 
forme 

(e) Air®+B7*+C3*+2E5a; + 2Ga; + 2l5 = K. 

D’ailleurs, le plan des j, z pouvant Mre choisi arbitrairement, pourvu 
qu’il soit perpendiculaire k celui des x, s, on pourra supposer qu’il 
renferme un axe principal d’une section faite dans la surface par un 
plan quelconque parallele au plan des x,z’, et alors il est clair que les 
termes du premier degre en x devront disparaitre dans la formule (e), 
qui se r6duira simplement k I’^quation (i8). Done I’equation (i8) est 
propro k representer une surface quelconque du second degr6. 

Observons maintenant que, dans I’^quation (i8), on pourra toujours 
r^duire k ze'ro le coefficient I, si la constants C n’,est pas nulle, et la 
quantite K, si, C 6tant nulle, I differs de z6ro; car, pour y parvenir, il 

T 

suffira de remplacer, dans le premier cas, s par s — et, dans le se- 
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K 

cond cas, s par c’esf-k-dire de transporter I’origine sur Taxe 

I K 

des 5 au point qui a pour abscisse ~ g I’equation (i) 

prendra Tune des formes 

(19) Aajs+B7s+C3* = K, 

(20) + 2ljz = o. 

De plus, si Ton suppose les coefficients A, B, C, I, K differents de zero, 
il suffira de faire, dans la formule (19), 

j=±»*, j=±4-. j=±f, 


et, dans la formule (20), 

(a, b, c d^signant des quantites positives), pour ramener ces formules 
aux deux suivantes : 

( 21 ) ±-;±^±-T-=I, 

a* 6* c* 

a* 6* c 

Or I’equation (21) comprend huit autres Equations, savoir : 1° Pequa- 


-c* V* 5* 


qui repr6sente un ellipsoide dont les demi-axes sont a, b, c; 2“ les 
trois Equations 


jjS yt XjS 


£!_Z! j-f!— I 
a* c*~ ^ 

a!* , r* . _T 

7* + 65 
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dont chacune represente un liyperboloide k uno nappe ; 3“ les trois 
Equations 


(37) 



=1, 


(28) 


^ ~c* 


(39) 





=1, 


dont chacune repr^sente un hyperboloide a deux nappes; 4® I’equa- 
tion 



qui ne represente rien, attendu qu’on ne pent y satisfaire par des va- 
leurs reelles des coordonnees. Quant k la formule (22), elle comprend 
les deux equations 


(3i) 



C 


(32) 


a!* , s 

“i — ^ =±2-j 

a* 0* c 


dont la premikre represente un paraboloide elliptique et la seconds un 
parabolo'ide hyperbolique. Si deux des constantes a, b, c devenaient 
egales entre elles, I’eUipsoide, I’hyperboloide k une ou a deux nappes 
et le paraboloide elliptique pourraient se reduire a des surfaces de re- 
volution. Si les trois constantes devenaient 6gales, I’eUipsoide se cban- 
gerait en une sphere. 

Si I’on faisait 6vanouir, dans I’equation (19) ou (20), une ou plu- 
sieurs des constantes A, B, C, K, I, mais de manifere que cette equation 
ne cesskt pas d’Mre du second degr6 cn a?, y, s, on obliendrait Tune 
des formules 


(33) 

(34) 

(35) 

(36) 


Aa?* -|- -4” C 5 ® — Oj 

B/*-4-Cs» = K, 
Aa;*-+-C«* = K, 
Aa;*-i-B7*=K, 
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(3?) 


By* + Ci:»=o, 

(38) 


Cx;*-=o, 

(39) 


Ajr*+Bj*=o, 

(4o) 


Aa^=K, 

(4i) 



(42) 


C-» = K, 

(43) 



(44) 

0 

7* = o, 

(45) 


s® = 0 , 

(46) 


2l5 = 0, 

(47) 


By*+ 2l5 = o. 


Or I’equation (33) represente une surface conique du second degre, 
lorsque les trois constantes A, B, C ne sont pas des quantites de meme 
signe, ct Torigine des coordonnees dans le cas contraire. De plus, cha- 
cune des Equations (34), (35), (36) represents un cylindre elliptique, 
lorsque les coefficients du premier membre sont des quantites affec- 
tees du meme signe que la constante K; un cylindre hyperbolique, 
lorsque ces coefficients sont des quantites de signes diff6rents; et ne 
represents rien, lorsqu’ils sont affectes du m^me signe que la quantite 
— K. Chacunedes equations (3y), (38), ( 39 ) represents Tun des axes 
coordonn^s on deux plans qui renferment cet axe, suivant que les 
coefficients du premier membre sont de m^mes signes ou de signes 
di£F6rents. Chacune des equations (4o)» (4i)* (4^) represente deux 
plans parallfeles a I’un des plans coordonn^s, ou ne representc rien, 
suivant que le coefficient du premier membre est ou n’est pas alFecte 
du meme signe que la constante K. Chacune des equations (43 )> (44)» 

(45) represente un seui des plans coordonn^s. Enfin les equations 

( 46 ) , ( 47 ) representent des oylindres hyperboliques. Ajoutons que le 
cone et les cylindres elliptiques se transforment en cone et cylindres 
droits h bases circulaires, lorsque, dans les equations (33), (34), (35), 
(36), deux des coefficients A, B, C deviennent 6gaux entre eux. 

En resume, une surface du second degr6 ne peut 6tre qu un ellip- 
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soide, un hyperboloide k une ou deux nappes, un paraboloide elliptique 
ou hyperbolique, un c6ne, un cylindre elliptique, hyperbolique ou pa- 
rabolique, enfin un systbme de deux plans qui se coupent, ou de deux 
plans parallkles. De plus, dans la discussion des surfaces que repre- 
sentent des equations du second degre, il faut observer ; que le cone 
peut se reduire k un point, le systeme de deux plans qui se coupent k 
une droite, et le systkme de deux plans paralleles a un seul plan ; 2 “ que 
I’ellipsoide, I’hyperboloide k une ou k deux nappes, le paraboloide 
elliptique et le cylindre elliptique peuvent devenir des surfaces de re- 
volution; 3® que i’ellipsoide peut se r6duire k une splifere; 4° que 
I’ellipsoide, le cylindre elliptique et les deux plans paralleles peuvent 
devenir imaginaires et disparaitre. 

Paraii les surfaces que nous venons d’enum6rer, I’ellipsoide, rhy- 
perboloide k une ou k deux nappes et la surface conique, en supposant 
qu’on ne les reduise pas k des surfaces de revolution, sont les seuls 
qui olFrent un systkme unique de trois plans principaux et rectangu- 
laires entre eux. Si Ton joint a ces surfaces I’ellipsoide et I’hyperbo- 
loide de revolution, la sphkre et le c6ne droit k base circulaire, on aura 
toutes celles qui ofTrent un centre unique, et, en memo temps, toutes 
celles dans lesquelles il existe au moins trois plans principaux rectan- 
gulaires entre eux, sans que jamais deux plans principaux puissent 
devenir paralleles I’un k I’autre. Le paraboloide elliptique, quand il ne 
sera pas de revolution, et le paraboloide hyperbolique seront les seules 
qui offriront simplement deux plans principaux et n’auront pas de 
centre. Le paraboloide de revolution olfrira une infinite de plans prin- 
cipaux passant par un meme axe. Le cylindre elliptique, quand il ne 
sera pas de revolution, le cylindre hyperbolique et le systkme de deux 
plans paralleles offriront une infinite de centres situes sur un meme 
axe, avec une infinite de systkmes de trois plans principaux et perpen- 
diculaires I’un a I’autre, chacun de ces derniers systfemes etant com- 
pose de deux plans, determines et passant par I’axe, et d’un plan quel- 
conque perpendiculaire a I’axe. Le cylindre droit k base circulaire 
offrira encore une infinite de centres situes sur un axe, avec une infi- 
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nite de systfemes de trois plans perpendiculaires Tun a I’autre, et assu- 
jettis a la seule condition quo deux d’entre eux passent par I’axe, le 
troisieme etant perpendiculaire a I’axe. Le cylindre parabolique offrira 
une infinite de plans principaux perpendiculaires aux generatrices 
avec un seul plan principal passant par Tune de ces memes genera- 
trices. Enfin, le systfeme de deux plans parallMes offrira pour plans 
principaux, non seulement un troisi&me plan parall^le, qui divisera la 
distance des deux premiers en parties 6gales, et qui pourra etre consi- 
d6re comme le lieu des centres, mais encore tons les plans perpendi- 
culaires aux deux premiers. 

Dans le cas oii la surface (i) a un centre unique, les coordonneos 
Y), ^ de ce centre sont determinees (voir la page i3) par les equations 

I F Y) EC 4- G = o, 

(48) FS-I-By) + DC + H=o, 

( E^ -4“ D TO -f- C C "4“ I — o, 

desquelles on tire 

(BC - D») G -4- (DE - CF)H-+- (FD - BE)I 
ABC-AD*-BE»-CF»-t-2DEF ’ 

(DE - CF) G -4- (CA ~ E® )H 4- ( EF - AD ) I 
ABC - AD*- BE*- CF* -4- 2DEF 

(FD - BE)G-I- (EF - AD)H -t- ( AB - F*)I 
ABC - AD*- BE*- GF* 4- 2 DEF 



Alors la quantity 

(5o) A = ABC-AD*-DE*-CF*4-aDEF 

difffere necessairement de zero. Reciproquement, lorsque cette quan- 
tity difffere de zero, les valeurs de t), X,, tirees des formules (49) sont 
finies et determinees, et, en substituant ces valeurs dans la formule (2), 
on obtient les Equations d’une droite qui ne pent rencontrer la sur- 
face (1) sans avoir avec elle deux points communs situ^s k4gales dis- 
tances du point (5, Y), 0- Done alors toute droite menee par le point 
(5, Y), est un diambtre, et ce point un centre unique de la surface. 
On arriverait k la meme conclusion en observant que la quantity — A 

OEuvrea de €, — S. 11, t. VIH. 
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cst precisement le dernier terme du premier membre de I’equation (9), 
dans cette equation developp^e et mise sous la forme 

(5i) s3_(A+B + C)i*+(BC + CA + AB-D=-E>-F»)5-A = o. 

Done, si A diff^re de zero, I’equkion (9) n’aura pas do racines nulles. 

Done alors a ehaque direction principale correspondra un seui plan 
prineipal represente par la formule (10); et, comme il existe toujours 
au moins trois directions principales respectivement perpendiculaires 
Tune a I’autre (voir la page 23 ), la surface (i) offrira nkessairementau 
moins un syst&me de trois plans principaux qui se couperont k angles 
droits, mais elle n’offrira point de plans principaux parallMes. Done 
eette surface sera du nombre de celles que nous avons signal^es 
comme ayant un centre unique. De plus, si Ton designs par k la valeur 
de u correspondante aux xaleurs de ?, y), que determinant les for- 
mules (48), on trouvera 

( 02 ) k = A^’+ Bi]»+ cs* + 2 Dyi? + 2 E;^ + 3F5y] + aG? + aHii + alc = G? + Hy) + K, 
ou, ce qui rexient au meme, 

, _ (Ds-BC)Gs+(E>-CA)H 24 -(F»-. 4 B)P-a(EF-AD)HI- 2 (FD-BE)IG- 2 (DE-CF)GH 

I , 

et, si le diamktre represente par I’equation (2) rencontre la surface (i), 
la longueur interceptee par cette surface sur le m^me diamktre sera 
egale au double de la longueur r determin^e par I’^uation 



que Ton deduit de la formule ( 4 ) en prenant 
Concevons a present que, dans la formule ( 54 ), on substitue succes- 
sivement pour f les trois racines de I’equation {9). Les valeurs corres- 
pondantes de r seront toutes trois reelles, ou Tune imaginaire et les 
deux autres reelles, ou Tune reelle et les deux autres imaginaires, sui- 
vant que la surface (r) sera rencontree par ses trois axes principaux, 
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ou par deux do ces axes, ou par un seul d’entre cux, c’est-a-dire, on 
d’autres termes, suivant que la surface (i) sera un ellipsoide, ou un 
hyperboloide a une nappe, ou un hyperboloide a deux nappes. Done, 
si I’on fait, pour abreger, 

(55) 

les trois valeurs de R, determinees par les formules (5i) et (55), ou, 
en d’autres termes, les trois racines de I’equation 

R’- (BC + CA + AB - D*- E*- ps) (A + B -i- R - = 0 

seront positives dans la premiere bypotbese. Done cette equation, en 
vertu de la rfegle de Descartes ('), offrira trois variations de signe, et 
les trois produits 

/ (K-A)(A + B-^C), 

(57) (K-A)(A + B + C)(BC + CA + AB-D*-E*-F*), 

( (K-A-)(BC + CA + AB-Ds-E*-F*)4 

seront positifs. Au contraire, dans la seeonde bypotbese, deux valeurs 
de R etant positives et la troisieme negative, I’equation (56) offrira 
deux variations etune permanence de signe; par consequent, deux des 
produits (Sy) seront positifs, et le troisieme negatif. Enfin, dans la der- 
nifere bypotbese, deux valeurs de R etant negatives et la troisieme po- 
sitive, an seul des produits (Sy) sera positif, et les deux autres seront 
negatifs. Si les produits ( 57 ) etaient tous les trois n^gatifs, les trois 
valeurs de r, fournies par I’equation (54), deviendraient imaginaires, 
et r^quation (i) ne representerait plus aucune surface. 

Comme les trois racines de I’equation (56) sont toujours r^elles, le 
second et le troisibme terme ne peuvent disparaitre simultanement, 
lorsque les quantit^s K— it et A different de zero. Alors aussi I'un de 

* 

(*) Cette application de la regie de Descartes i la discussion des surfaces du second 
degrd a itd donnde pour la premiire fois par M. Petit {voir le Tome II de la Correspondmee 
sur I'Mcole Pofytediniifue, publide par M. Hachette). 
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ces termes ne peut disparaitre sans que le terme precedent et le terme 
suivant se trouvent affectes de signes contraires. II est aise d’en con- 
clufe que, si, A n’etant pas nulle, deux des produits (S']) viennent k 
s’evanouir, I’equation (i) representera un hyperboloide a une nappe 
ou a deux nappes, suivant que le troisifeme produit sera positif ou ne- 
gatif. 

II importe d’observer que, les quantites A et K — A 6tant differentes 
de zero, les racines positives de Tequation (56) seront en nombre 
impair ou en nombre pair, suivant que le produit 

( 58 ) (K-*)A 

sera positif ou negatif. Par consequent, I’equation (i) representera, 
dans la premifere hypothkse, un ellipsoide ou un hyperboloide k deux 
nappes, tandis que, dans la seconde hypothese, la meme equation 
representera un hyperboloide a une nappe, ou ne representera rien. 
Ajoutons que, dans la seconde hypothfese, les sections faites par les 
plans coordonn^s, et representees par les formules 

(Sg) + C 5 * -h aDjs + aHj 4- 2 1 ^ = K, 

(60) C s* -h Aic*+ 2 Esa! H- 2 1 5 -t- 2Ga; = K, 

(61) Air* + B7*H-2Fa:/-t-2Gir-+-aH7 = K, 

seront des courbes reelles si I’equation (i) est celle d’un hyperboloide 
a une nappe, et disparaitront entiferement si cette Equation ne repre- 
sente rien. Done alors, pour que la surface (i) existe, il suffira que 
I’une des differences 

(62) BC-D*, CA-E*, AB-F* 

soit negative, ou que, ces trois differences etant positives, I’un des 
produits 

( 63 ) (B + C)(K-Ai), (C 4 -A)(K-^,), (A-i-B)(K-A,) 

soit negatif, kf, k^, k^ designant trois quantites determinees par les 
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formules 


(64) 

, BI*-aDHI + CH* 
.D*-BC 

(6S) 

, CG‘-2EIG + AP 
** E5- CA 

(66) 

AH*-aFGH + BG* 
* F*-AB 


Observong encore que, K — ^ et A etant positives, les trois racines de 
I’equation (5i) et, par suite, de Tequation (56), seront ou ne seront 
pas des quantites de meme signe, suivant que les deux conditions 

(67) BC + CA + AB-D*-E»-F*>o, (A+B + C)A>o 

seront ou ne seront pas satisfaites. Dans le premier cas, Tequation (i) 
representera un ellipsoide ou ne representera rien. Dans le second cas, 
la surface (i) sera un hyperboloide k une nappe ou a deux nappes, et, 
par consequent, cette surface s’etendra indefiniment, soit dans le sens 
des coordonnees positives, soit dans le sens des coordonnees nega- 
tives. 

II est bon de remarquer que Ton a generalement 

/ AA=(CA-E*) (AB-F»)-(AD-EF)*, 

(68) j BA = (AB-F*) (BC-D*) -(BE-FD)*, 

( C A = (BC - D>) (CA - E*) - (CF - DE)*, 

et qu’en consequence la seconde des conditions ( 67 ) pent s’ecrire 
comme il suit : 

, • ( (CA-E*)(AB-F*)-h(AB-F*)(BC-D*) + (BC-D*).(eA-E*) 

(69) I 

I >(AD-EF)»-H(BE-FD)*- 4 -(CF-DE)*. 

Les rfegles que nous venons d’etablir s’etendent au cas meme oil, les 
quantites A et K — /E etant differentes de z 6 ro, chacune des equations 
(5i), (56) ofifrirait deux ou trois racines egales. Seulement alors I'el- 
lipsoide et I’hyperboloide a une ou k deux nappes se reduiraient k des 
surfaces de revolution ou meme a une sphkre (voir les pages Sa et 33). 
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Ajoutons que I’equation (5i) offrira deux racines egales, si Ton a 


(70^ 


EF B FD_„ DE 
D -® E F 


(voir la page 21) et trois racines 6gales, si Ton a 

(71) A=:B = C, D = E=:F~o. 

Si, A n’etant pas nulle, la difference K — ^ s’evanouissait, en sorte 
qu’on eut a la fois 

(72) A*>o, K = A-, 
la formule (Sa) donnerait 

(73) A^s + B-o»-4-CC»-i-2DYii:4-2EC|-i-2F|Y) + 2G^ + 2HY)-+-2U = K; 

et, par consequent, I’equation (i), 6tant verifiee par les valeurs de 
y], X, tirees des formules ( 49 )* ne pourrait representer qu’une surface 
dont le centre serait unique et situ6 sur cette mfeme surface. Done la 
surface (i) serait necessairement un cone qui aurait pour sommet le 
point (^, 7], X,) et qui pourrait se reduire ^ ce point. Dans la meme 
hypothfese, il sufErait d’attribuer k plusieurs ou m^me a une scule des 
quantites A, B, C, D, E, F, G, H, I des accroissements infiniment petits, 
pour transformer I’equation (i) en une equation du meme genre, dont 
les coefficients ne verifieraient plus la seconde des conditions (72), et, 
par consequent, en une equation propre a repr6senter un ellipsoidc 
reel ou imaginaire, ou un hyperboloide. Alors I’ordopnee de la surface 
conique ou la valeur de s tiree de I’equation (i) pourrait 6tre conside- 
r6e comme la limite vers laquelle convergerait la valeur de s tiree de 
la nouvelle Equation, D’ailleurs la seconde valeur de z representera 
I’ordonnee d’un ellipsoide imaginaire ou d’un ellipsoide reel, mais 
dont les axes seront infiniment petits, et deviendra, par consequent, 
imaginaire pour toutes les valeurs de x, y qui ne seront pas sensible- 
ment egales aux coordonnees S, v) du centre de Tellipsoide, si les con- 
ditions (67) sent v6rifiees; tandis que, dans le cas contraire, elle repre- 
sentera I’ordonnee d’un hyperboloide et ne cessera jamais d’etre reelle. 
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Done la limite vers laquelle convergera cette seconde valeur de s, ou 
I’ordonnee de la surface (t) sera clleTmeme, pour des valours de x et 
de / distinctes de 5 et de r], toujours reelle ou toujours imaginaire, 
suivant que les conditions (67) seront ou ne seront pas satisfaites; et 
la surface conique, constamment reelle dans le second cas, se reduira, 
dans le premier cas, k un point unique. 

Concevons a present que la condition 

(74) A = o 

soit satisfaite. L'equation (9) offrira une racine nulle et n’en ofifrira 
qu'une de cette espfece, si Ton n’a pas en meme temps (eoirla page 3 o) 


(75) 




C = 


DE 

F * 


Alors aux deux autres racines de l’equation (9), suivant qu’elles seront 
egales ou inegales, correspondront deux directions principales ou une 
infinite de directions principales parallfeles a une m^me droite. Quant 
k la racine nulle, elle ne fournira aucun plan principal, si les angles a, 
p, Yf que la direction principale correspondante forme avec les demi- 
axes des coordonnees positives, ne verifient pas la condition (i 3 ); 
tandis que, dans le cas contraire, tous les plans perpendiculaires a la 
direction dont il s’agit seront encore des plans principaux. Enfin, si 
l’equation (9) a deux racines nulles, ou, en d’autres termes, si les con- 
ditions (75) sont verifiees, la troisikme racine de l’equation (9) four- 
nira un plan principal dont la position sera complfetement determinee. 
Dans le meme cas, si les equations (16) et (17) sont distinctes Tune de 
I’auj^e, les racines nulles fourniront une‘ infinite de plans principaux 
perpendiculaires ala droite representee par ces equations; mais, si les 
equations (16) et (17) se reduisent k une seule, elles representeront 
un plan unique, et tous les plans qui lui seront perpendiculaires seront 
autant de plans principaux. II suit evidemment de ces diverses re- 
marques que les surfaces qui pourront etre representees par I’equa- 
tion (i), dans le cas oil la condition (74) se trouvera satisfaite, seront 
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necessairement un paraboloide elliptique ou hyperbolique, si Tequa- 
tion (9) offre une racine nulle correspondante a des angles a, y qui 
ne verifient pas la condition (i 3 ), et deux autres racines inegales; un 
paraboloide de revolution, si I’^quation (9) offre une racine nulle cor- 
respondante a des angles qui ne verifient pas la condition (i 3 ), et deux 
autres racines egales entre elles ; un cylindre elliptique ou hyperbo- 
lique qui pourra devenir un cylindre droit a base circulaire, ou se 
reduire a un systeme de deux plans non parallbles, si I’^quation (9) 
offriB une racine nulle correspondante k des angles qui verifient la con- 
dition (i 3 ), et deux autres racines inegales ou egales; un cylindre 
parabolique, si I’equation (9) offre deux racines nulles determinees, 
et si, en mfime temps, les Equations (16), (17) sont distinctes Tune de 
I’autre; enfin, un systfeme de deux plans parallfeles, si I’equation (9) 
offre deux racines nulles, et si, en meme temps, les formulas (16), (17) 
se reduisent k une seule. Parmi ces surfaces, les seules qui ne soient 
pas d^pourvues de centre seront le cylindre elliptique ou hyperbolique, 
etle systbme des deux plans parallbles ou non parallkles; c’est-k-dire 
les surfaces qu’on obtiendra lorsque, I’^quation (9) ayant une racine 
nulle, les valeurs correspondantes de a, y verifieront la formule (i' 3 ), 
ou lorsque, I’equation (9) apnt deux racines nulles, les diverses va- 
leurs de a, p, Y correspondantes k ces racines, c’est-k-dire les diverses 
valeurs propres a verifier les formulas (7) et (ii), rendront identique 
Tequation (i 3 ). II est d’ailleurs facile de s’assurer directement que, 
dans le cas oh toutes les valeurs de a, p, y, d6duites des formulas (8) 
k I’aide de la supposition s=o, verifient encore la formule (i 3 ), la sur- 
face representke par I’kquation (i) offre une infinite de centres situes 
sur un axe ou sur un plan parallfele au plan que repr6sente r6qua- 
tion (17). En effet, supposons d’abord que, parmi les trois equations 

I A cosa -h F cosp -H E cosy = 0 , 

F cosa -h B cos^ - 1 - D cosy = 0 , 

E cosa D cosp + C cosy = 6, 

il y en ait deux, par exemple, les deux premikres, qui soient distinctes 
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Tune de I’autre; on aura necessairement 

(77) (AB-F*)*>o. 

Car, si la condition 

(78) AB-F^=o 

so trouvait remplie, on designant par p la valour commune des deux 
rapports 

F B 
A’ F’ 


on tirerait des deux premieres equations (76) 


(79) 


cosa p cos^ =0, cos;/ = o, 


(80) 


cosoe _ cos (3 _ cosy ^ i 


et, pour que les valeurs de cosa, cos^, cosy, determinees par les tbr- 
mules (79) ou (80), fussent propres h verifier la troisi^me des equa- 
tions (76), il faudrait que Ton eiit encore g = ?« et par suite 


Mais alors les deux premiferes des equations (76) cesseraient d’etre, 
comme on I’a suppose, distinctes Tune de I’autre. De plus, la condi- 
tion (78) n’^tant pas rempye, on tirera des deux premieres equa- 
tions (78), combinees avec la formule (7), des valeurs determinees 
de cosa, cos^, cosy, savoir celles que fournira la formule 


I cosa cosj 3 cosy 

FD-BE ~ EF-AD ~ AB-F" 

(82) j ^ j 

( ~ ~ s/( FD - BE -i-tEF - AD )* -I- ( AB - F^ )" ’ 

dans laquelle le radical aura une valeur difiFerente de z 4 ro. Or, pour 
que ces valeurs satisfassent, non seulement h la troisi^mc des equa- 
tions (76), mais encore a I’equation fi 3 ), il sera necessaire que les 

OF-nvres de C. — S. II, t. VIII. * 8 
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coefficients A, B, C, D, E, F, G, H, I verifient, non seulement la con- 
dition 

(83) E(FD - BE) -t- D(EF - AD) 4- C(AB - F®) = o, 
qui n’est autre que la formule (74)* encore la suivante : 

(84) G(FD-BE)-f-H(EF-AD) + I(AB-Fs) = o. 

Cela pose, il est clair que, dans Thypothfese admise, les deux premieres 
des equations (48) fourniront des valeurs finies et determinees des 
deux inconnues y], exprim^es en function de savoir, 

^_FD-BE^ , FH-BG _ EF- AD ^ , FG- AH 
(»»} aB-F®^"^ AB-F»’ AB-F® AB-F» ' 

et que ces valeurs, substituees dans la troisieme des equations (48), la 
verifieront quelle que soit C. Done alors il existera une droite unique 
et determin6e, dont les coordonn^es 5, yj, satisferont aux trois Equa- 
tions (48); d’oii il results qu’elle sera comprise dans les divers plans 
diametraux representes par la formule (5), ainsi que dans les plans 
principaux correspondants k celles des racines de I’Equation (9) qui 
diflfereront de zero.'Ajoutons : i® que la meme droite sera perpendicu- 
laire en chacun de ses points Tun des plans principaux et parallbles 
entre eux qui correspondront a la racine nulle de I’equation (9); 
3° que les plans principaux qui passeront par cette droite, reduits a 
deux plans determinEs, si I’Equation (9) n’a pas de racines Egales, et 
pris deux a deux dans le cas contraire, seront perpendiculaires I’un a 
I’autre. Done chaque point de la droite dont il s’agit, Etant le point 
d’ intersection de trois plans principaux et rectangulaires, sera un 
centre de la surface reprEsentEe par I’Equation (i). 

Supposons maintenant que chacune des Equations (76) se confonde 
avec les deux autres, et que toutes les valeurs de cosa, cos^, cosy 
propres a vErifier Tune d’entre elles avec la formule (7) vErifient 
encore I’Equation (i3). On aura nEcessairement 


( 86 ) 


A:F:E:G::F:B:D:H::E:D:C:I; 
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et, par suite, les trois equations (48) se reduiront a une seule qui repre- 
sentera un plan determine, avec lequel coincideront tons les plans dia- 
metraux representes par la formule ( 5 ). De plus, ce plan etant paral- 
lele a celui que determine la formule (i6) ou (17), et par consequent 
a toutes les directions principales correspondantes aux deux racines 
nulles de I’equation (9), coupera certainement a angles droits la direc- 
tion principale correspondante a la troisieme racine, et sera un plan 
principal. Enfin, comme tons les plans qui seront perpendiculaires a 
celui-ci couperont a angles droits des directions principales correspon- 
dantes aux racines nulles, ils seront encore des plans principaux. Cela 
pose, il est clair que tout point du plan repr6sente par Tune des equa- 
tions (48) sera le point d’intersection de trois plans principaux per- 
pendiculaires Tun a I’autre, et, par suite, un centre de la surface (i). 

II importe d’observer que, dans tous les cas oil la surface (i) offrira 
une infinite de centres, les coordonn6es de ces divers centres, etant 
substitutes dans I’equation (Sa), fourniront uae valeur unique de la 
constante k. En eflfet, supposons d’abord que, deux des equations (76), 
par example les deux premitres, ttant distinctes Tune de I’autre, on 
en deduise des valeurs de cosa, cos^, cosy propres a verifier la for- 
mule (r 3 ). Alors la condition (77) sera remplie, c’est-a-dire que 
AB — F® difftrera de zero; puis, en combinant I’equation (02) avec 
les formulas (85), et ayant egard a la condition ( 84 ), on trouvera, 
quelle que soit C, 

, _ AH»-3FGH + BG* 

F*-AB 

En d’autres termes, on aura 

k = k^, 

la valeur de A 3 etant celle que determine la formule ( 66 ). On trouve- 
rait de meme, en supposant la troisitme des equations (76) distincte 
de la premitre ou de la seconds, 

A- = A-j ou A = A-i. 

Done, si, la surface (i) ayant une infinite de centres, les equations (76) 
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ne se reduisent pas a une seule, la formule (52) donnera g^neralemeni 

/i— 

les valeurs de A, , h* h etant celles que determinent les equations ( 04), 
(65), (60). On aura done necessairement, dans cette hypothese, I’^qua- 
tion de condition 

(88) Ai=As = /.j 

ou 

BP — 2 DHI -t- GH® CG= — 2 EIG — AP _ AH»-2FGH + BG ^ 

D^-BC E— CA ■" F^-AB 

Seulement, si Tune des differences 

(go) BC-D*, CA-E*, AB-F* 

venait h s’evanonir, I’une des quantites if, ig, is se presenterait sous 

la forme 

Supposons, en second lieu, les equations (76) r6duites a une seule 
qui s’accorde avec I’equation (i3). Les conditions (86) seront veri- 
fiees, ct la surface (i) ne pourra 6tre qu’un systfeme de deux plans 
paralleles a un troisieme plan qui, etant le lieu des centres, sera repre- 
sente par chacune des equations (48). Or on tirora do ces dernibres 
equations, en ayant egard aux conditions (86), 

G* H® P ■ 

(91) G^-f-HYj + I? = — j — — -g — - 


ot par suite la formule (02) donnera 


(93) 


k 



G*_ Hs__P 
A~"T" C’ 


quelles que soient les coordqnnees I, t], I qui pourront rester arbi- 
traires. Alors aussi les coefficients A, B, C, D, E, F, G, H, I verifieront 
necessairement I’equation de condition 


( 93 ) 


(js ^ ^ _ p 

T ~ B ~ C 
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Lorsque la surface (i) represente un cylindre elliptique reduit a ses 
axes, ou un cylindre hyperbolique reduit au syst'eme de deux plans qui 
se coupent, ou un systfemc de deux plans parallfeles r^uits a un seul 
plan, les valeurs de v], ^ propres a verifier les formules ( 48) satis- 
font necessairement a I’equation (i), et par suite la valeur de ik, deter- 
minee par la formula (8y) ou (92), verifie la seconde des condi- 
tions (72). 

Observons encore que, si, la quantite A etant nulle, la surface (i) 
est depourvue de centres, cette surface sera toujours reelle. En effet, 
supposons d’abord qu’une seule des racines de I’equation (9) s’eva- 
nouisse, et que les valeurs correspondantes de cos a, cos^, cos',', 
determinees par les formules (76), ne verifient pas I’equation (i3). 
Si, par un point (^, y\,^) cboisi arbitrairement, on mene une droite 
qui, prolongee dans un certain sens, forme avec les demi-axes des 
coordonnees positives les angles a, p, y, et si Ton nomme r la dis- 
tance mesur^e sur cette droite depuis le point jusqu’b un 

point quelconque {aD,y,s), on aura 


(94) 


^ — l _ 7— u _ s—K 

cos a COS^ cosy ’ 


le signe -+- ou — devant 6tre adopte suivant que la distance r sera 
comgj[ee dans un sens ou dans un autre. D’ailleurs, si Ton substitue 
dans Tequation (i) les valeurs de a?, y, 5 tirees de la formule (94)1 
si Ton observe que, dans le cas present, la valeur de ^ determinee par 
la premibre des formules (3) se reduit a zero, on trouvera, en ayant 
egard aux equations (76) et b la seconde des equations (3), 

(gS) ±r(Gcosa-i-Hcosj3-Hlcosy)-i-« = K, 


ou, ce qui revient au meme, 

, K — M 

^ * Gcosat -H Hcos|3 1 cosy 

Or il est clair que, dans I’bypotbese admise, la formule (96) fournira 
une valeur reelle finie et positive de r, pourvu que Ton dispose du 
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double signe de manifere k rendre le second membre positif, c’est- 
a-dire pourvu que Ton prolonge dans un sens convenable la droite 
menee par le point (^, v], ^). Done cette droite rencontrera toujours 
la surface (i), qui sera nkcessairement reelle. Nous savons, d’ailleurs, 
que cette surface ne pourra ktre qu’un paraboloide elliptique ou hyper- 
bolique. 

Supposons en second lieu que deux racines de I’equation ( 9 ) s’eva- 
nouissent, mais que les divers systemes de valeurs de cosa, cos [3, cosy, 
qui correspondent alors k ces deux racines, et qui sent en nombre 
infini, ne verifient pas tous I’equation (i3). Si Ton emploie un de ces 
systemes, la droite que determine la formule (94) rencontrera encore 
la surface (i) k une distance finie du point (i, vj, ^), toutes les fois que 
I’equation (i3) ne sera pas verifiee. Done la surface (i) sera reelle. Nous 
savons d’ailleurs qu’elle ne pourra ktre qu’un cylindre parabolique. 

Faisons voir maintenant comment on peut, en partant de I’kqua- 
tion (i), distinguer le paraboloide elliptique du paraboloide hyperbo- 
lique, le cylindre elliptique reel ou imaginaire, ou r6duit k son axe, 
du cylindre hyperbolique ou de deux plans qui se coupent, enfin le 
systeme de deux plans parallkles et reels ou un seul plan reel du sys- 
teme de deux plans imaginaires. Pour y parvenir, il suffira de substi- 
tuer a I’equation (i) une autre equation du meme genre, savoir, celle 
qu’on obtient quand on attribue aux coeflBcients A, B, C, D, E, F* ou k 
I’un d’eux seulement, un accroissement infiniment. petit, de manikre 
que la quantite A cesse d’etre nulle, et que la quantite K~k difiTere 
de z6ro. Alors la surface (i) se trouvera transformee en une autre que 
nous nommerons surface auxiliaire, et qui, ofifrant un centre unique, 
ne pourra 6tre qu’un ellipsoide rkel ou imaginaire, un hyperboloide a 
une nappe, ou un hyperboloide k deux nappes. Or il est clair : i® que 
la valeur de 5 en ® ety, fournie par I’^quation de la surface auxiliaire, 
aura pourlimite la valeur de s fournie par I’kquation (i); 2 ° que les 
trois valeurs de s relatives aux axes principaux de la surface auxiliaire 
auront pour limites les trois racines de I’kquation (5i), et que, en con- 
sequence, une ou deux de ces valeurs seront infiniment petites suivant 
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que I’equation ( 5 i) offrira une ou deux racines nulles, tandis que les 
deux autres valeurs, ou du moins la derniere, se r^duiront sensible- 
ment aux deux racines de I’equation 

(97) ( A H- B + C)s -V- BC -i- CA 4- AB - D'- E*- ¥^= o, 

OU a la racine unique de la suivante 

( 98 ) . 5_(A-4-B + C) = o; 

3 ® que les longueurs interceptees par la surface auxiliaire sur ses axes 
principaux, et correspondantes a des valeurs finies de s, auront pour 
limites les valeurs reelles et finies de 2 s/r, auxquelles on parviendra 
en combinant la formule ( 54 ) avec I’equation (97) ou (98); c’est- 
a-dire, en d’autres termes, que les axes reels de la surface auxiliaire 
qui correspondront k des valeurs finies de s auront pour limites les 
valeurs reelles de 2 \/R determinees par la formule 

( (BC-hCAH-AB-D»-E®-F»)R* 

(99) 1 

( -(A + B4-C)(K-;^)r + (k~a-)»=o, 

ou par la suivante : 

(100) (A + B-|-C)R — (K — A:)=:o. 

Done, si la surface (i) offre une infinite de centres situes sur un m 4 me 
axe ou sur un meme plan, les valeurs rkelles et positives de 2 y'R tirees 
de I’equation (99) ou (100) exprimeront preciskment les axes r6els ou 
I’axe rkel de la section faite dans la surface (i) devenue cylindrique 
par un plan perpendiculaire a la ligne des centres, ou la distance des 
plans parallfeles dont le systfeme sera represente par I’^quation (i). 
Remarquons, d’ailleurs, que I’equation (99) admettra deux racines 
positives, ou en aura une seule, ou n’en aura aucune, suivant que les 
premieres des deux expressions (57) seront toutes les deux positives, 
ou Tune positive, Tautre negative, ou toutes les deux negatives; et 
que, en consequence, si la surface (i) est cylindrique, la section faite 
par un plan perpendiculaire a la ligne des centres se rkduira ou non a 
une hypeiljole, suivant que le produit de ces expressions, qui pourra 
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etre remplace par le polyndtne 

(loi) BC + CA + AB-D’-E“-F^ 

sera lui-meme positif ou negatif. Observons enfin que si, la quantite A 
etanl nulle, la surface (i) reste depourvue de centres, cette surface ne 
pourra etre qu’un paraboloide dont I’axe principal correspondra tou- 
jours a la racine nulle de I’^quation (5i), et qu’elle sera, en cffet, un 
paraboloide byperbolique ou elliptique, suivant que la section faite 
dans la surface auxiliaire par le plan principal perpendiculairc k I’axe 
du paraboloide sera ou ne sera pas une hyperbole, c’est-k-dire, en 
d’autres termes, suivant que les deux racines de I’^quation (97) seront 
de signes contraires ou de mfime signe. Celapose, Tequation (i) repre- 
sentera evidemment un paraboloide elliptique, si I’equation (5i) olFre 
une seule racine nulle correspondante a des valeurs de a, p, y qui ne 
verifient pas la formule (i3), et si en meme temps le dernier terme 
de I’equation (97) ou le polyndme (loi) est positif; un paraboloide 
byperbolique, si r6quation (oi) offre une racine nulle correspondante 
a des valeurs de a, p, y qui ne verifient pas la formule (i3), et si en 
meme temps le polyndme (10 1) est negatif; un cylindre elliptique, ou 
byperbolique, ou imaginaire, si I’equation (5i) oflPre une seule racine 
nulle correspondante k des valeurs de a, p, y qui verifient la for- 
mule (i3), savoir ; un cylindre elliptique, si les deux premiers des 
produits (07) sont positifs, un cylindre byperbolique, s’ils sont Tun 
positif, Tautre ndgatif, et un cylindre imaginaire, s’ils sont tous deux 
negatifs; un cylindre parabolique, si I’equation (5i) offre deux racines 
nulles correspondantes a des valeurs de a, p, y qui ne verifient pas 
constamment la formule (i3); enfin, deux plans paralldles, si I’dqua- 
tion (5i) offre deux racines nulles correspondantes k une infinitd de 
systkmes de valeurs de a p, y qui tous vdrifient la formule (i3). Ajou- 
tons : 1® que le cylindre elliptique se transformerait en un cylindre a 
base circulaire, si, dans I’dquation (5i), les deux racines diffdrentes 
de z6ro devenaient 6gales entre elles; 2® que le cylindre elliptique ou 
byperbolique se trouvera ireduit k une droite ou au systkmie de deux 
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plans non parallMes, si la valeur de k d6terminee par la formule (87) 
verifie la seconde des equations (72), savoir : a une droite, si ie polv- 
nome (loi).est positif, et an systfeme de deux plans paralleles, si le 
mfime polyndme est negatif; 3° que les deux plans parallMes se redui- 
ront k un seul, si la valeur de A determinee par la formule (92) devient 
egale a K, et disparaitront si la valeur de R determinee par la for- 
mule (100) devient negative, c’est-a-dire si le premier des produits (37) 
est n6gatif. 

Les regies que nous venons de tracer, jointes k celles que nous 
avons donnees ci-dessus pour la distinction des surfaces qui ont un 
centre unique, suffisent evidemment pour computer la solution de la 
question suivante : 

PaOBifiME II. — itant donnie une dquation du second degri entre trois 
coordonndes rectangukdres x, y, z, determiner Vespice de la swface 
reprdsenide par cette Equation. 

Lorsque la surface (i) est un hyperboloide k une ou a deux nappes, 
et que Ton suppose dans la formule (2) les coordonnees t], ^ deter- 
min^es par les formules (48), alors, pour rendre la formule (2) propre 
k representer une asymptote men§e a cette surface par le point (i, y;, X,), 
il suffit de choisir les angles a, p, y de manikre que la distance r d6ter- 
minee par la formule (54) devienne infinie, et, par consequent, de 
manikre k verifier Tkquation 

t 

(102) S = 0 


OU 

(io3) 


A cos*a +• B cos*p 4- C cos*y 4- 2D cosjS cosy 

4-2Ecosycosa4- 2Fcosacosp=o. 


Done, toutes les asymptotes menees k la surface (i) par son centre 
seront comprises dans la surface conique du second degre reprksent4e 
par I’equation 

I A(it!-5)*+-B(j/— fl)»4-C(s-?;)»4-2D(y-io)(s-C) 

I 4-2E(a — — I) 4-2F(a? — 0(7— •«)=o, 

OEuvren de C. — S. TI, t. VIII. ^7 
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que produit I’elimination des angles a, y entre les formules (2) et 
(ro 3 ). Le cone determine par cette nouvelle Equation est ce qu’on pent 
appeler le c6n& asymptotique de I’hyperboloide propose. Remarquons, 
d’ailleurs, que, en vertu des formules (48) et ( 52 ), I’equation (io4) 
pourra etre r4duite a 

(105) Ad5*4-B/*4- C5*-+- 2 Djs + aEsiK-h 2 Ga? + aH 7 + 3lj = A. 

Lorsque la surface (i) se transforme en une surface conique, on a 
11 = K, et la formule (io 5 ) se rMuit, comme on devait s’y attendre, a 
r^quation (i). 

Lorsque I’hyperboloide represents par I’Squation (i) a pour centre 
I’origine mSme des coordonnSes, cette Squation devient 

(106) Aa!*+Bj*-4- Cs*-t- iDyz -h aEsa; + 2 Fa!j = K, 

et I’equation du cdne asymptotique se reduit necessairement si 

(107) Aa:*-i*Bj*-l-Cs*4-aD7s + 2E«a!4- 2Fa?7 = o. 

S’il arrive, au contraire, que I’byperboloide n’ait pas I’origine pour 
centre, I’Squation (107) reprSsentera, non plus le cone asymptotique, 
mais un cdne semblable qui aura pour centre Torigine et pour gene- 
ratrices des droites parallfeles aux gSnSratrices du cone asymptotique. 

Lorsque I’Squation (i) cesse de representer un byperboloide, la sur- 
face (107) peut se transformer en un systSme de deux plans non paral- 
leles, ou meme se rSduire k un seul plan, ou a une seule droite, ou a 
un seul point. II est d’ailleurs facile de reconnaitre quelles sont les 
diverses formes de la surface (107) qui correspondent k des formes 
dkterminees de la surface (i). En effet, comme dans les Equations de 
ces deux surfaces les termes du second degre offrent les mdmes coeffi- 
cients, la formule ( 5 i) ne variera pas quand on passera d’une surface 
k I’autre. Cela pos6, on ddduira facilement des remarques que nous 
avons faites sur la formule ( 5 i) les conclusions suivantes. 

Si I’equation ( 5 i) offre trois racines dgales ou inegales, mais de 
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mSme signe et diff^rentes de zero, I’equation (i) representera un ellip- 
soide reel ou imaginaire qui pourra se rMuire a une sphere ou k un 
point, et en meme temps r 4 quation (107) representera un point 
unique. Si I’equation ( 5 i) offre trois racines dififerentes de zero, et qui 
ne soient pas toutes de meme signe, la surface (i) sera un hyperbo- 
loide k une ou deux nappes, qui pourra se reduire k un cone, et en 
mkme temps I’equation (107) representera une surface conique. Si 
Tequation ( 5 i) offre une racine nulle et deux autres racines differentes 
de zero, mais affectees du meme signe, la surface (i) sera un parabo- 
loide elliptique, ou un cylindre elliptique qui pourra se reduire k son 
axe, ou devenir imaginaire, et en m 4 me temps I’equation (107) repre- 
sentera une droite. Si I’^quation ( 5 i) offre une racine nulle, axee deux 
autres racines differentes de zero, mais affectkes de signes contraires, 
la surface (i) sera un paraboloide hyperbolique, ou un cylindre hyper- 
bolique qui pourra se reduire au systfeme de deux plans non parallkles, 
et I’equation (107) representera un semblable systkme. Enfin, si r 4 - 
quation ( 5 i) offre deux racines nulles, la surface (i) sera un cylindre 
parabolique ou un systems de deux plans parallkles qui pourront se 
reduire k un seul ou devenir imaginaires, et I’^quation (107) repre- 
sentera un plan unique. Done, en r 4 sum 4 , les diverses surfaces qui 
pourront ktre repr6sentees par I’equation (107) se r6duiront k un point, 
si r^quation (i) represente un ellipsoide ; a une surface conique, si 
Tequation (i) represents un hyperboloids ou un cone; a une droite, si 
la surface (i) est un paraboloide elliptique ou un cylindre elliptique ; 
au systems de deux plans non paralleles, si I’equation (i) represente 
un paraboloide hyperbolique ou un cylindre hyperbolique; enfin a un 
seul plan, si I’equation (i) repr 4 sente un cylindre parabolique ou un 
systfeme de deux plans parallkles. II est d’ailleurs essential de se rap- 
peler : i® que rellipsoide peut se reduire k une sphkre ou k un point, 
le cylindre elliptique a une droite, le cylindre hyperbolique k deux 
plans non parallfeles, et le systfeme de deux plans parallkles k un seul ; 
2® que 1’ ellipsoide peut devenir imaginaire, ainsi que le cylindre ellip- 
tique et le systkme de deux plans paralleles. Quant k la distinction des 
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diverses formes que peut ojBTrir la surface (107), on peut Teffectuer 
tr^s simplement en resolvant I’equation (107) par rapport a Tune des 
variables a?, y, s. Ajoutons que, pour distinguer les unes des autres les 
diverses surfaces que peut representer T^quation (i), pour une forme 
donnee de la surface (107), il suffira le plus souvent de rechercher s’il 
existe des points qui puissent etre consideres comme centres de la sur- 
face (i), et si ces points sont situes sur la surface. On y parviendra 
sans peine k I’aide des formules ( 48 ) et (io 5 ). Ainsi, en particulier, 
quand la surface (i) olfrira un ou plusieurs centres, les coordonnees 
de ces memes centres seront les valeurs de yj, K que determineront 
les formules (48), ou, ce qui revient au meme, les valeurs des variables 
X, y, s que fourniront les derivees de Tequation (i) prises successive- 
ment par rapport aux trois variables dont il s’agit, savoir 

I A-Cc “4- F^ -f- E^ -f" G 0 , 

FdJ -H By Ds -+- H = o, 

Eic-t-Dy-f-C^-f- 1=0. 

De plus, si Ton substitue ces valeurs dex,y, s dans le premier membre 
de la formule (i), on obtiendra prkcisement la quantite designee dans 
I’equation (io 5 ) par la lettre k. Cela pose, il est clair que, pour distin- 
guer le paraboloide elliptique du cylindre elliptique, le paraboloide 
hyperbolique du cylindre hyperbolique, et le cylindre parabolique du 
systeme de deux plans paralleles, il suffira d’examiner si Ton peut 
satisfaire ou non aux equations (io8) par des valeurs finies de x, y, z. 
Remarquons en outre que I’ellipsoide se reduira simplement k un point, 
I’hyperboloide k un c6ne, le cylindre elliptique k son axe, et le systkme 
de deux plans paralleles k un seul plan, si les deux quantites £ et E sont 
egales entre elles. 

Lorsque, pour determiner I’espbce de la surface du second degre 
que represente une equation donnee, on a recouru aux formules que 
nous venons d’indiquer, c’est-k-dire, aux formules (io 5 ) et (108), il 
ne peut rester k vaincre d’autre difficultk que celle qui consiste k dis- 
tinguer rellipsoide rkel de I’ellipsoide imaginaire, ou le cylindre 
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elliptique reel du cylindre imaginaire, ou le systeme de deux plans 
paralleles et r 6 els du systeme de deux plans imaginaires, ou enfin 
I’hyperboloide k une nappe de Thyperboloide b deux nappes. Or, pour 
elfectuer cette distinction, on commencera par observer que, dans le 
cas oil I’equation (i) represente une des surfaces dont il est ici ques- 
tion, il existe un ou plusieurs points dont les coordonnees v 6 rifient les 
formulas (io 8 ), et que, si Ton transporte I’origine en un quelconque 
de ces points, I’^quation (i) se trouvera remplacee par la suivante 

(109) Aa!*-f-Bj*4-Cs*-H2DyiH- + — — k, 

Cela pose, concevons d’abord que Tequation (i) repr^sente un ellip- 
soide, ou un cylindre, ou un systeme de plans paralleles. Alors la sec- 
tion faite dans la surface (i) par cbacun des plans coordonn^s ne 
pouvant etre qu’une ellipse reelle ou imaginaire, ou un systbme dc 
droites paraU'eles, les coefficients A, B, C seront des quantites de meme 
signe ; et la surface (i) sera reelle ou imaginaire, suivant que les signes 
de ces quantites seront ou ne seront pas semblables au signe de la dif- 
ference K — k. Si requation (i) representait un byperboloide, alors, 
pour decider si cet byperboloide offre deux nappes distinctes ou une 
seule nappe, il suffirait de calculer la quantite ci-dessus designee par A, 
et d’examiner si cette quantite est ou n’est pas de meme signe que la 
difference K — A. On pourrait aussi resoudre cette question a I’aide 
d’une autre metbode que nous indiquerons tout b I’beure. 

Lorsque les quantites k, K different Tune de Tautre et que la sur- 
face (i) se reduit b un cylindre elliptique ou byperbolique, ou au sys- 
tfeme de deux plans parallfelcs, I’equation (io4)» ou (io5), represente 
evidemment I’axe du cylindre elliptique, ou ce qu’on pent nommer les 
plans asymptotiques du cylindre byperbolique, ou enfin le plan mene 
b egale distance des deux plans paralleles. Si la surface (i) etait un 
ellipsoide, I’equation (io4) ou (io5) representerait un seul point, 
savoir le centre mbme de Tellipsoide. 

Observons encore que ^equation ( 9 ), qui fournit les valeurs de s cor- 
respondantes aux axes principaux de la surface (i), est pr 4 cis 6 ment 
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celle qui resulte de I’^limination des variables a?, j, s entre les for- 
mules 

(no) Aa;^-F/^-Es = ^a7, Fa +By + J)s = sy, Ea; 4- D/ + C^ = 5 j5, 

et, par consequent, celle qui a pour racines les maxima et minima de 
la fonction 

, Aa:* + By*4-C5*+aD7S4-2E3a!H-2Fir7 

(HI) 

En effet, si Ton pose 

Aa;*4-Bj'®+ C5*4- aDys + 2Eaa; + 2Fa;j 

£D* + y^-h s* ’ 

ou, ce qui revient au m^me, 


(ii 2 ) Aic*4- B/®-!- C5®-t- aDys -4 •iEzx -i- aFa;/ = s(a;®+ j'*-h a®), 

il suffira de diff 6 rentier successivement la formule (i 12 ) par rapport a 
X, y, s, puis d’ 6 galer k zero, dans les nouvelles formules ainsi obte- 
nues, les d4riv6es de s prises par rapport k x, y, s, pour retrouver les 
equations (no). II est essentiel d’ajouter que, la valeur de s etant 
choisie de manibre que les equations (no) s’accordent entre elles, ces 
equations, reduites a deux, representeront une droite menee par Tori- 
gine et dont la direction coincidera toujours avec une direction prin- 
cipals relativement a la surface (i). Si, pour cette meme valeur de 
les trois Equations (no) se reduisaient a une seule, la surface (i) 
serait de revolution. Elle deviendraitune spbbre, si les equations (no) 
etaient verifiees par une seule valeur de s, independamment des valours 
attributes aux variables ; 2 ?, y, s. 

Lorsque la surface (i) a un centre et que Ton a transports I’origine 
a ce mtme centre, I’equation ( 1 ) se trouve remplacte par la for- 
mule ( 109 ), et les axes principaux coincident avec les droites qui 
peuvent ttre reprtsenttes par les equations (no), ou plus simplement 
par la formule 


(ii3) 


Aa?-t-Fy-+-Eg Far-t-By-hP^ _ Ear -t- D j -+- Ca 


y 


X 
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Done, avant le deplacement de Torigine, les axes dont il s’agit devaient 
etre represent^s par la formule 

A(^ — 0 + F(v — v)) + E(j-g) 

F(a>-|) + B(y-Y))4-D(a-n 

y — f] 

E(a;-|)-(-D(K--fl) + C(j-0 

v], ^ designant les coordonnees du centre; on, ce qui revient au 
meme, par la formule 

, Aaj + Fy + Es + G Fa?H-By4-DiH-H E;® -^Dy H- Cs -f- 1 
( ii 5 ) — 7 = = = ‘ — 5 

Remarquons d’ailleurs : i°que, pour obtenir la formule (ii 3) ou(ii5), 
il suffit d’ exprimer que les deriv6es du premier membre de Tequa- 
tion (109) ou de I’equation (i) sent proportionnelles aux variables x, 
y, s, ou aux differences a? — 7 — yj, 5 — ; 2® que Ton tire de la for- 

mule (ii4) ou (ii5), combinee avec lesformules (48) et (52), 

Ax -h Fy H-Es-t-G F»p + By + D + H _ Ea? + Dy C-s 1 

x — ^ ~ y — ri -c — C 

_ K-G^-Hyj-I? __K-k 

r designant la distance qui s^pare la surface (i) du point oil cette sur- 
face rencontre Tun des axes principaux. 

On deduirait aisement des formules (2) et (5) I’equation du plan 
tangent mene k une surface du second degre par un point quelconque 
de cette surface. En efifet, soient t f},^ les coordonnees du point dont 
il s’agit. Pour que la droite (2) se reduise k une tangente menee par le 
meme point, il suffira que la corde mesuree sur cette droite s’eva- 
nouisse, et que le milieu de cette corde coincide avec le point (?, vj,^). 
En d’autres termes, il suffira de cboisir les angles a, y de maniere 
que r^quation (5) soit v6rifi6e. Done, si entre cette Equation et la for- 
mule (2) on 6limine a, p, y, l’6quation rksultante, qui se rSduira sim- 
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(117) 


(A? + Ffl + E? + G) (^ - ?) + (F? + Byi + D ? + H) (j -■ n ) 

+ (EJ + Difi + C? + 1) — C) “ 


et qui sera du premier degre en a;, j, s, representera un plan qui ren- 
fermera toutes les tangentes menees par le point (5, v), C) ^ la sur- 
face (i), c’est-k-dire, le plan tangent (*). De plus, comme les coordon- 
nees 5 , v], \ T^rifieront 6videmment la formule 

(ii8) A^+ Bn*-i- C?*-)- aDt)? 4- aE?? + aF|t) -h aG? + aHn + al? = K, 

I’equation du plan tangent pourra encore s’ecrire comme il suit : 

( (A^ + Ft) - t- ES 4- G)® + (F^ 4- Bn 4- D ? + H)^ 

+(E^+Dt) + C? -1-1)5 =K-G?-Ht)-K. 

Lorsqu’on remplace la surface (i) par la surface ( 106 ), I’equation 
du plan tangent se reduit k 

( 120 ) (A? 4^ Fn - 1 - EO® 4 (F? -H Bi) -4- DJ )7 -t- (E? -i- Dt) 4 C?)5 = K. 

ConceTons encore que I’on se propose de trouver les cas dans lesquels 
la surface (i) pent Stre engendree par une droite, et les Equations de 
la generatrice. Pour y parvenir, on prendra sur cette surface un point 
quelconque dont on designera les coordonnkes par 5, v], ij, etl’on cher- 
chera les valeurs qu’il faut attribuer aux angles a, p, y pour que la 
droite passant par le point (5, y), C), et representee par la formule ( 2 ), 
soit situ^e tout entifere sur la surface. Or, pour que cette dernibre 
condition se trouxe remplie, il sera necessaire que les valeurs de 
y, z tirees de la formule (94) satisfassent, quelle que soit la distance r, 
k I’kquation (i), e’est-k-dire, en d’autres termes, que les valeurs de 
cosa, co3§, cosy v6rifient k la fois les deux formules 

Acos>« 4 B cos®P4 C cos*y 4 aD cos^ cosy 4 aEcosy cos« 4 aF cosa cos^ = 0 , 
{AJ 4 FT) 4 Et 4 G)cosa 4 (F^ 4 Bi(i 4 D 2 i 4 H)cosP 4 (E| 4 Dn 4 CS 4 1) cosy 


(t) Cette manikre de parvenir a rdgnation da plan tangent nous a dtd indiqude par un 
jeune ecdS^tique dgalement veisd dans les sciences divines et dans les sciences iin- 
maines, et memiire de cette iUnstre Soddtd qui, dans les deux bdadsphires, a rendu tant 
de services k la dvilisation. 
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Done il existora uno droite passant par Ic point et situeo 

out entibre sur la surface (i), si Ton peut, des formules (121), tirer 
les valeurs reclles des rapports 

COS a cos^ 

cosy’ cosy 

ittendu qu’alors les memes formules, combinees avee Tequation (7), 
burniront des valeurs reelles des quantites 

cos«, cosp, cos-/. 

Ajoutons qu’il suffira d’dimincr ces trois quantites entre les for- 
mules (2) et (121), pour obtenir les equations de‘ la generatrice de la 
surface (i). Done eette generatrice sera representee par les formules 


(A(j:-O*+B(.r--n)*+C(5-S)’-t-2DO'-T0)(5-?)-i-2E(5-S)(3--')+2F(.i’-iiO'-T.)= 
I (A^+Fy) +ES + G) -h (F|-hBvi +D? + U) 0- - (E; + Br/ + Cr + 1) {; - J): 


e’est-a-dire, qu’elle sera precisement une des droites suivant lesquelles 
Ic plan tangent, mene a la surface (i) par le point (i r^, rencontre 
Ic cone dont le sommet coincide avec le meme point, et dont les gene- 
ratrices sont parallbles a celles du cone asymptoUque. 

Lorsque la surface (i) est un ellipsoide rbel ou imaginairc, ou un 
paraboloide elliptique, le cone represents par la premibre des Equa- 
tions (122) se rEduit, ainsi que la surface (107), a un point unique, 
ou k une droite qui, etant parallele a I’axe du paraboloide, rencontre 
ce paraboloide en un seul point. Done alors la surface (i) ne peut etre 
engendree par une droite. Au contraire, si Ton considere un hyperbo- 
loide a une nappe, par exemple Thyperboloide reprEsente par I’Equa- 
lion (24), les formules (122) deviendront 


( 123 ) 



fl« ” c* ' 


et, comme on aura d’ailleurs 
(124) J 


i8 


OEttpres de C. — S. IL t. VIII. 
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on en conclura 


(120) < 


— . (r — mn . inO'— mil 

L J L J 






ou, ee qui revicnt au m^me, 


et, par suite, 


^)=(^y 


£lzizl.=:± izJ, 

ab c 


Ajoutons que la seconde des equations (laS) peut etre reduite a 


£| + a=. + f|. 


Done, par un point quelconque de Thyperboloide a une nappe, on pout 
faire passer deux droites qui soient situees sur cet hypcrboloide, 
savoir les deux droites representees par les formules (127) et (128), 
Si a I’equation (24) on substituait I’equation (2c)), la formulc (12G) 
serait remplacee par la suivante : 

f^v-rcY- . (=-?)*_„ 


Comme on ne peut satisfaire simultanement a cettc derniere et a la 
seconde des equations (i23) qu’en supposant a? = ^, 7 = y], s = IT, il 
en resulte qu’il n’existe aucune droite qui soit situee tout entiero sur 
la surface de Thyperboloide a deux nappes. 

Considerons enfin un paraboloide hyperbolique, par exemple cclui 
que represente I’^uation 

rtr»J O 

Les formules (122) deviendront 




— _ np- — m) _ S — K 

«* 6* ~ c ' 
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Or on tirera de la premiere 



et la seconde pourra etre reduite a 


(i33) 



Done, par un point quelconque du parabolo'ide hyperbolique, on pent 
faire passer deux droites qui soient situ^es sur ce paraboloide, savoir 
les deux droites representees par les formules (iSa) et (i33). 

La propriete qu’offre Thyperboloide a une nappe d’etre engendre 
par une droite peut servir a le faire distinguer de riiyperboloide a deux 
nappes. Supposons en effet que la surface representee par I’equa- 
tion (i) soit un hyperboloide dont on demande I’espece. On commen- 
cera par transporter I’origine au centre. Alors Thyperboloide dont ii 
s’agit et I’hyperboloide conjugue se trouveront representes, le premier 
par I’equation (109), le second par la suivante 

( 1 34) C-3® -H 3D^.3 "H 2 EwJ 7 -j- 2 F ocy — h — K, 

tandis que le cone asymptotique, qui restera le meme pour les deux 
hyperboloides, sera represents par I’equation (107). Cela pose, conce- 
vons que, par le centre commun des deux hyperboloides, on mene une 
droite qui ne se confonde pas avec Tune des generatrices du cone 
asymptotique. Cette droite, dont les equations pourront etre rempla- 
cSes par la formule 



dans laquelle I, m, n designent trois constantes arbitraires assujetties 
a la seule condition de fournir pour le polynome 

(i36) AP+B/n’+Cn^-haDm/n-aEnZ+aF/m 

une valeur diffSrente de zSro, rencontrera necessairement un des deux 
hyperboloides en deux joints dont les coordonnees vj, ^ seront de- 
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terminees par I’unc des deux formulcs 

(■3-) I 

(i38) j 

savoir, rhyperboloide (109), si Ic polynduie (i 36 ) est une quantile do 
meme signe que la difference K — et rhyperboloide (i 34 ) dans le 
cas contrairc. De plus, si Ton combine les equations (122) avec les 
formules (iSy) ou (i 38 ), apres avoir reduit a zero les constantes G, 

II, I, on trouvera pour les equations de la generatric.e qui renferme lo 
point {I, v], sur I’un des hyperboloides 

j A(,f-;)»+B(7-vi)*+C(---?)«+2D(/-r))(3-C)+2E(---S)(Jf-D+2F(j;-5) 0--fl)=o, 
■' l(A/ + Fm4-En)(^-|)+-(F/+Bm + D/0(r-vi) + (E/ + Dm + Cn)(3-C) = o. 

Done la parall'ele men^e a cette generatrice par I’origine des coordon- 
nees sera la droite suivant laquelle le c6ne asymptotique coupera Ic 
plan represente par I’^uation 

(i^o) (A/H“F/7 i+E/i)j? + (F/4“B/?i-i-D “ htEI+Dfli + Cft) 0 , 

c’est-a-dire, le plan diametral qui passcra par les milieux des cordes 
parallfeles a la droite (i 3 o). Si cette parallele vicnt a disparaitre, ou, 
en d’autres termes, si les equations (io7)et(i4o)nepe'uvent etre v6ri- 
fi^es que par des valeurs nulles ou imaginaires des coordonnees x, 
y, 5 , on en conclura que rhyperboloide qui renferme le point ($, y], 
ne saurait 6tre engendre par une droite, et qu’il offre deux nappes 
distinctes. Par consequent, rhyperboloide (109) offrira une seule 
nappe, si, le polyndme (loi) etant une quantite de meme signe que la 
difference K — le systeme des equations (107), (i4o) fournit des 
valeurs r^elles de x, j, s, ou si, le polynome (loi) et la difference 
K — k etaht des quantit 4 s de signes differents, le systbme des Equa- 
tions (107), (i4o) fournit des valeurs imaginaires de x, y, s. Dans la 
supposition contraire, rhyperboloide (109) o'ffrira deux nappes dis- 


iin 

m It V A/^ + Bm^+CrtVaD 


inn -h 2Enl + 2F Ini 


_ V) _ J 

~~ m n y C/i'-H aDwi/i + sE/i/ + 2F/wi 
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tinctes. D’ailleurs, pour savoir si le systeme des formules (107), 
fournit des valeurs reelles ou imaginairos des variables a.*, y, s, il suf- 
fira d’eliminer une do ces variables entre les memes formules, par 
example la variable s, puis de tirer de I’equation resultante la valour 

du rapport 

Lorsque, des coefficients A, B, G, Tun au moins differe de zero, Tun 
des axes coordonnes rencontre I’hyperboloide (log) ou riiyperboloid(* 
(i 34 ), et, par suite, on peutreduire a zero, dans la formula (i4o), deux 
des constantes arbitraircs /, m, n. Concevons, par exemple, que le coef- 
ficient A ne soit pas nul. Alors, en prenant m = o, n = o, on fera 
coincider la droite (i 35 ) avec I’axe des a. Alors aussi, I’equation ( i4(>) 
se trouvant remplacee par la formule 

( 1 40 A tT E s — O5 

la surface (109) sera un hyperboloide a une nappe, si, le produit 

(142) A(K-A-) 

etant positif, les formules (107) et (i4i)fourmssentdes valeurs reelles 
do X, V, s, ou si, le produit (142) etant negatif, les memes formules 
fournissent des valeurs imaginaires de x, y, s. 

II nous reste k montrer quelques applications numeriques des regies 
que nous venons d’^tablir, et a Taide desquelles on determine I’especj* 
d’une surface du second degr6, d’aprks I’inspection de I’equation qui 
la represente. 

Proposons-nous d’abord de trouver quelle est la surface representee 
par I’equation 

(143) j-z + sx + Ty = t. 

Cette surface a evidemment un centre qui coincide avec I’origine. De 
plus, comme I’equation du cone asymptotique de la meme surface, 
c’est-a-dire, la formule 

(1 44 ) 


ys - 1 - sx xy = 0 , 



DISCUSSION DES LIGNES ET DES SURFACES 


•U2 

fournit, lorsqu’elle est resolue par rapport a la variable une valeur 
reelle de cette variable, et que cette valeur, savoir 


ne se reduit pas k I’ordonnee d’un plan, on peut affirmer que Ic c6nc 
asymptotique existe, et que la surface (i43) est un hyperboloide. Pour 
determiner I’espece de cet hyperboloide, on menera par Torigine une 
droite qui ne soit pas renfermee dans la surface du cone asymptotique, 
])ar exemple la droite que represente la formule 

(r46). irz=j = 5, 

et Ton cherchera le plan diametral qui passe par les milieux des cordes 
parallbles a cette droite. Or les derivees du premier membre de I’equa- 
tion (i43), prises successivement par rapport aux variables x, y, s, se 
reduisent aux trois binomes 


J + -, z + x, x+y. 

Done le plan diametral passant par les milieux des cordes paralleles k 
la droite (i35) sera represents par I'equation 

(m + n)x 4- (n + l)y + {l + m)z = o, 

et le plan diametral cherche, par I’equation 

(147) x + y-\- z = o. 

De plus, on tirera des equations (i43) et (i47)> en eliminant la va- 
riable 2 , 

(1 48 ) (af- 1 - 7 )*— ajzMO ou x^-\-xy+y-=o 
et, par consequent, 

049) 

X 22' 

D’autre part, on tirera des equations (i 43 ) et (146) • 

(rSo) a;=7 = 5 = ±^. 
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Done le plan diametral (i47) ne rencontrerapas le cone asymplotique, 
tandis que la droite (i46) rencontrera Thyperboloide propose. On doit 
en conclure que cet hyperboloide ne pourra etre engendre par une 
droite, et qu’il olfrira deux nappes distinctes. 

On arriverait a la meme conclusion en observant que, dans I’bypo- 
tbese admise, la formule (ii3), qui comprend les equations des axes 
principaux, se reduit a 


(i5i) 


Y + z _ j + j? _ .r + .r 
X ~ y ~ s 


Or, si Ton designe par r la distance qui separe le centre de la sur- 
face (143) du point oil cette surface rencontre Tun des axes principaux, 
on tirera des’formules (i43) et (i5i) combinees entre elles 


(iSa) 


z-\- X -t- 4- 2 2 

X y ^ z ~ 


ou, ce qui revient au meme, 

(i53) = j -4-1^5. 


De plus, il est clair qu’on verifiera I’^quation (i53), soit en posanf 


(47) 

et 

(i54) 

soit en posant 
(46) 




2 


4-1 = 0 


ou 





et 

(i53) ^ + 1 = 3 ou r = i. 


Done il existe, pour la surface (i43) : i“ une infinite d’axes principaux 
compris dans le plan represents par I’equation (i47)» naais dont aueun 
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ne rencontre la surface; 2® urj axe principal represente par la for- 
mule (146), et qui coupe la surface en deux points situes a I’unite de 
distance de I’origine. Done I’equation (i43) represente un hyperboloide 
a deux nappes, qui est de reyolution autour de la droite (i46), et dont 
I’axe reel offre une longueur egale a 2. 

Proposons-nous, en second lieu, de trouver quelle est la surface 
representee par I’equation 

(156) as^ — y*— z^+ + y + z = 0 . 

Dans ce cas, la formule (107) se reduit a 

x*—y^~z*+2ys = o 
ou, ce qui revient au meme, k 

(157) {x—y + z)(x-hy — z) = o. 

Done alors le cone dont les generatrices sont parallUes acelles du cone 
asymptotique se transforme en un systfeme de deux plans qui se coupent. 
Par consequent I’equation (i56) ne peut representer qu’un semblablc 
systeme, ou un cylindre byperbolique, ou un paraboloide byperbo- 
lique. De plus, comme les d^rivees de I’equation (i56), prises par rap- 
port aux variables a?,/, s, sont respectivement 

(l38) 2X-hl=zO, — 2/ -f- 25 + 1 = 0, — 25 + 2_y + I = 0, 

et qu’on ne peut satisfaire simultanement aux deux dernieres des for- 
mules (i58) par des valeurs finies de j et de s, nous devons conclure 
que la surface (i56) n’a pas de centre, etqu’elle est un paraboloide 
byperbolique. 

Si k r^uation.(i56) on substituait Tune des suivantes 

(155) a?* — y*—z*+2yz + x+y — z = o, 

(160) x^—y^—z*+ 2 yz+-x-i-y — z = if 

on trouv^rait, ao lieu des fornlules (i58), 

(161) ' ' ' 2^— 25— J=±0; ■r;-,- 
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et, comme les equations (161) sont verifiees, quelle que soit s, lors- 
qu’on pose 


(162) 



on pourrait affirmer que chacune des surfaces (i5g), (160) admet une 
infinite de centres. Enfin, comme, en substituant les valeurs de a?, y 
tirees des formules (162) dans les premiers membres des 4quations 
(iSp)* (160), ou, ce qui revient au meme, dans le polynome 


^-hy — 3 
2 




on trouve zero pour resultat, on conclurait que la surface (i5g) se re- 
duit au systfeme de deux plans qui se coupent suivant la droite (162), 
et la surface (160) a un cylindre hyperbolique qui a pour axe cette 
meme droite. 

Considerons encore I’equation 

(i63) 2j* + 4/3 + 43 a! 4- 4a;/ 4- 22; -+- 2/4- 2^ = i. 

Dans ce cas, la formula (roy) deviendra 


(164) a;*4-2/*4-33*4-4y3 4-43a;4-4a?/ = o. 
Or on tire de cette dernifere, resolue par rapport k ce, 

(165) ■ a; = — 2 (/ 4- 3) ±: \/js* 4- 4/3 4- 2/®. 

De plus, comme, en egalant.a zero le polynome 


on en conclut 


•s* + 4/3 4 - 2/®, 

5= — 2/±:/V^2, 


et que, par suite, on a generalement 

(166) 3*4- 4y3 4- 2/*=(3 4 - 2/4-/\/2)(3 -h sy — j [/a) = (s + 2/)* — 2/*, 

il estclair que la valeur de ce, determinke par la formula (i 65 ), sera 
rkelle toutes les fois que la valeur num 6 rique de 3 4- zy sera sup 6 - 

OJSamsdeC. — S. lift. Y III, ig 
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rieure a celle de c’est-a-dire, en d’autres termes, toutes les fois 

que la valeur num 4 rique de la somme - 4-2 sera superieure 

Done le cone asymptotique represente par T^quation (164) on (i 65 ) 
sera reel, et la surface (i 63 ) sera necessairement un hyperbolo'idc. 
Pour obtenir les coordonnees du centre de cet hyperboloide, il suffira 
de chercher les valeurs de x, y, 5 qui verifient simultan6ment les trois 
derivees de I’equation (i 63 ), savoir 

/ x + 2 y + zs-i-i = o, 

(167) < ajr -h 2/ 4- 25 r rr: 0, 

\ 25^4-27^ 4 - 354-1 = 0. 

Done les coordonnees du centre seront 


(i68) 


X — Q, 


y-- 


:o. 


Cela pos6, les axes principaux de la surface (i 63 ) seront representes 
par la formule 


('69) 


a? -I- 2 / + 2 - + 1 2a?-f- 2_y -h 25 H- 1 2a; + 27 + 35 + i 


X 


y- 


Ajoutons que, si Ton transports I’origine au centre de la surface (i 63 ), 
les equations de cette surface et des axes principaux deviendront 

3 

(170) a:*+ 2/*4- 35*-t-4af/-+-4>*^- 4- 4V5=: 

. . a? + 2/ 4- 25 2a; 4- 2/ 4- 25 _ 2a? 4 - 2^ + 35 

^ 7 ) - — - — - 

D’ailleurs, si Ton d6signe par rla distance qui separe la surface (170) 
du point oil cette surface rencontre un des axes principaux, et si Ton 
fait, pour abreger, 


3 



DU SECOND DEGRfi. 


on tirera des formules (170) et (171) combinees entre elles 

2ir+2r+2- aj?-i-3r-i-3s 

07^) = = = = 

y Z 

ou, ce qui revient au meme^ 

( 174 ) 2j; + 2_y + 2 - = (s4-i)a’=n- = (^ — 1 ) 5 ; 

puis on en conclura 



ou, plus simplement, 

(176) i*— 65® — S-J- 2 = 0 . 

Comme cette dernifere equation offre deux variations de signe, on pent 
affirmer qu’elle a deux racines positives. Done, parmi les trois valours 
de r correspondantes aux trois axes principaux, et deduites des for- 
mules (172), (176), deux seront reelles. Done la surface (i 63 ) sera un 
hyperboloide a une seule nappe. On pourrait encore arriver a la meme 
conclusion de la manibre suivante. 

Si Ton construit les cordes de la surface (170) qui sont paralleles a 
I’axe des j, le plan diametral qui renfermera les milieux de ces cordes 
sera represente par I’equation 



2 jy “f" 2^v "T” 

OU 

(177) j? + v + s=o. 

Si entre cette dernibre equation et la formule (i 64 ) on elimine j, on 
trouvera 


(178) 

{179) 


.2 
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D’autre part, si Ton reduit a? et s a zero dans I’^quation (170), on en 
tirera 

gi 

(180) y =±-’ 

Done le plan diametral qui renferme les milieux des cordes parallfeles 
a I’axe des / coupe le cone asymptotique de la surface (170), qui elle- 
meme est rencontree par I’axe des /. Done cette surface peut etre 
engendree par une droite, et I’hyperboloide auquel elle se reduit offre 
une seule nappe. 

Consid6rons enfin I’equation 

(181) 2 / 5 -H =1. 

Dans ce cas, la formule (107) deviendra 

(182) 352+ 2/J5 H- 25 ^ H- 2^/ = 0. 

Or, comme on tire de cette dernifere, resolue par rapport a a;, 

(183) a;=r— (/+s)±(/*4-ais)^V^> 

il est clair que les seules valours reelles de a?, /, s, propres a verifier 
la formule (182), seront des valours nulles. Done I’equation (i8i) ne 
peut repr6senter qu’un ellipsoide reel ou imaginaire. Ajoutons que, 
dans cet ellipsoide, les coordonnees du centre verifieront les d6riv6es 
de I’equation (181), savoir 

i aa;-+-a/-H2s-4-i = o, 
aa; 4- 4/ -t- as 4-1 = 0 , 
aa;4-a/4-6s -e i = o, 

et-seront, par consequent, 

(i85) ai=z—-, y = o, s = o. 

D’ailleurs, si Ton transporte rorigine k ce m^me centre, I’^qua- 
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tion (i 8 i) sera remplacee par la suivante 

5 

(l86) 2Y--h ijrz -i- 2ZX + 2xy= 

c’est-a-dire, par T^quation d’une surface qui coupera 6 videmment 
Taxe des x en deux points dont les abscisses seront comprises dans la 
formule 


(187) 




Done la surface ( 181 ) est un ellipsoide r4el. 
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DIVISION D’UNE MASSE SOLIDE OU FLUIDE 

EN CODCHES HOKOGiNES. 


Considerons une masse solide ou fluide repr4sentee par M, et com- 
prise sous un certain volume V. Supposons d’ailleurs tous les points 
de I’espace rapportes a trois axes rectangulaires des x, y, s, et soit 

. p=/('a?,7,s) 

la densite de la masse M au point {oc,y, s'). Si I’on divise cette masse 
en couches infiniment minces et homog^nes par des surfaces trfes rap- 
prochees les unes des autres, I’dquation de chacune de ces surfaces 
sera de la forme 

(2) p = const. 

Soit d’ailleurs p + Ap ee que devient la density p lorsqu’on passe du 
point (^x, y, s) a un autre point trfes voisin et correspondant aux coor- 
donnees x -t- Ax, y -+• Ay, As. On trouvera, en regardant les quan- 
tit6s Ax, Ay, As comme infiniment petites du premier ordre, et negli- 
geant les infiniment petits du second ordre, 

De plus, si Ton d^signe par r le rayon vecteur men6 du point {x, y,s) 
au point (x ■+• Ax, y -f- Ay, s As), par a, p, y les angles que forme 
ce rayon vecteur avec les demi-axes des coordonn^es positives, et par 
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8 la valeur numerique du rapport 




; on aura 


(4) 

liai-=.r cos a, 

Ay=:rcos,3, A3 = /*cosy 

(3) 

cos^ 

a + cos® (3 + cos *7 = i. 

(6) 

^ Ap j__ 

— — ^ 



Enfin, il est clair que le rayon vecteur r sera dirige suivant la normale 
menee a la surface ( 2 ) par le point {x,y, z), si les angles a, y sont 
d6termin6s par la formule 



et qu’alors la valeur de a deviendra 

Or on peut demontrer que cette derni^re valeur de a est la plus grande 
de celles que fournit I’equation (6), quand on y substitue pour a, y 
des valeurs propres a verifier la condition (5). On y parviendra, en 
effet, de la manibre suivante. 

On a g6neralement 

/ (4 ^ C0S3 + ^ cosy)'+ ^ 

(9) j 

I 

Done la quantite 


sera toujours inferieure au trinSme 


(”) 
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tant que les angles a, p, y ne verifieront pas les conditions 


( 12 ) 


] 

< ^ cos«— ^cosy =0, 


dx 


do „ dp 

rri-cosS — cosa = o, 

ox ^ ay 


OU, ce qui revient au m^me, la formule (7); tandis que, dans le cas 
contraire, les quanlites (10) et (ii) seront 6gales entre elles. Done le 
trinome dont il s’agit repr^sentera la valeur rnaximum de et la ra- 
cine carree de ce trinome ofifrira le maximum de la quantity «. Orcette 
quantite sera plus ou moins grande, suivant que I’accroissement ou la 
diminution de la densite p sera plus ou moins considerable dans le 
passage du point (x, y, s) au point (a; •+• Aa;, y -1- Aj, s As) separe 
du premier par la distance r. Cela pose, on deduira immediatement du 
principe ci-dessus etabli la proposition suivante : , 

THEoaeME 1. — Si, apris avoir divisd une masse soUde ou flmde en cou- 
ches homogines par des surfaces infiniment rapprochdes les unes des au- 
tres, on passe d'un point {x, y, s) pris au hasard sur Vune de ces surfaces 
a. un second point tris voisin et sdpard du premier par la distance r, I'ac- 
croissement ou le ddcroissement de la densitd deviendra le plus grand pos- 
sible, lorsque la distance r sera mesurde sur la normale a la surf are dont il 
s’agit. 

La quantite « que determine la formule (6), et qui sert a mesurer 
Taccroissement ou la diminution de la densite a une distance trbs 
petite du point (a?, y, s), est ee que nous appellerons desormais le 
modxde de cet accroissement ou de cette diminution. 

Il est facile de prouver que, dans la formule (7), le double signe 
doit etre reduit au signe -t- ou au signe — , suivant que la densite croit 
ou diminue quand on passe du point {x, y, z) k un point trfes voisin 
(x 4- Aa?, y 4- A/, s 4- As) situe sur la direction correspondante aux 
angles a, y. En effet, admeltons d’abord que la densite croisse dans 
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la direction dont il s’agit. Les deux quantiles 

do 

cos a et 

ox 


seront toutes deux positives si cette direction forme avec le demi-axe 
des X positives un angle aigu, et toutes deux negatives dans le cas con- 
traire. Done alors le rapport 


(i3) 


cos« 

dx 


sera necessairement positif, et la formule (7) devra etre reduite a la 
suivante : 

cosp __ cosy 1 

dx dy dz V U-/ 

On prouvera de mfime que, si la densite diminue quand on passe du 
point (x, y, s) a un point trfes voisin situ6 sur la direction correspon- 
dante aux angles a, p, y, le rapport (i 3 ) sera necessairement negatif. 
Done alors la formule (7) deviendra 

costf cosj3 cosy i 

ds y \dx) ((?/) ■*" \dsj 

Lorsque la masse M est celle d’un liquide en equilibre, et que les 
projections algebriques X, Y, Z de la force acceleratrice <p appliquee 
k la molecule qui renferme le point (x, y, s) reduisent le trinome 
'^dx-\-'Ydy-^Zdz k une differentielle exacte, les surfaces qui divisent 
la masse M en couches homogenes sont des surfaces de niveau, dont 
chacune est toujours coupee k angles droits par la direction de la force 
acc6l6ratrice. Done alors, si Ton veut passer d'un point donne (x,y,s) 
k un second point trks voisin et situe k la distance r du premier, de 
manibre que Taccroissement ou la diminution de la density obtienne 
la plus grande valeur possible, il sufi&ra de mesurer la distance r sur 
la direction de la force accelbratrice. 


OEupresde C. — S. U, t* VIH. 
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Si Ton considfere le calorique comme un fluide imponderable qui 
penbtre les differents corps, la densite p de ce fluide, en un point 
donne (a!,y,s) d’un corps quelconque, sera la mesure de lachaleur 
en ce point, et les surfaces qui diviseront le meme fluide en couches 
homogbnes, ou d’egales densites, seront ce qu’on peut appeler des sur- 
faces isothermes, puisqu’on retrouvera dans tons les points de chacune 
d’elles la meme quantite de chaleur. Alors la quantity a, determinee 
par la formule (6), deviendra proportionnelle k I’accroissement ou k la 
diminution que la chaleur subira dans le passage d’un premier point 
{x,y, s) k un second point trfes voisin {x Aa;, / -t- Aj, s As), se- 
pare du premier par la distance r tracee de manikre k former avec les 
demi-axes des coordonnees positives les angles a, y, et sera le mo- 
dule de cet accroissement ou de cette diminution. Or il suit des prin- 
cipes ci-dessus etablis que ce module acquerra la plus grande valeur 
possible quand la distance infiniment petite, designee par r, se comp- 
tera sur la normale men6e par le point (a?, s) k la surface isotherme 
qui renferme ce point. On peut done 6noncer la proposition suivante : 

THEORfiME II. — Si, dans un corps ou dans I’espace, on veut passer d’un 
point donnd (x, y, s) a an second point tris voisin et sipari du premier 
par la distance r, de maniSre que la difference des quantitds de chedeur me- 
suries en ces deux points soil la plus grande possible, on devra suivre la 
direction de la normale menee par le premier point d la surface isotherme 
dans laqueUe il se trowe compris. 

Pour etablir I’equation qui sert k fixer les lois du mouvement de la 
chaleur dans un corps ou dans I’espace, il suffit d’admettre, comme 
nous le montrerons plus tard, que le calorique est un fluide dont 
chaque molecule se meut toujours k partir d’un point donne {x, y, s) 
dans la direction suivant laquelle le decroissement de la density est le 
plus considerable, et que la quantite de chaleur, qui,- pendant un in- 
stant trks court hi, traverse un element s de surface perpendiculaire a 
cette direction, est proportionnelle au module » du decroissement dont 
il s’agit. Adoptons cette hypothfese, et concevons qu’au bout du temps t 
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on d6signe par co et p la vitesse et la densite du fluide correspon- 
dantes au point (x,y,s). Comme la quantite de chaleur qui, pendant 
I’instant Az, traversera I’element de surface s, sera necessairement pro- 
portionnelle, d’une part a la densite p, d’autre part a la vitesse to, et, 
par suite, au produit po), on aura, en vertu de rhypothese admise, 

(16) p(a=:A:8, 

(17) ’ 


la valeur de a etant determinee par la formule (8), etX" designant un 
coefficient positif qui ne pourra dependre que des variables x, y, s. 
Ajoutons que ce coefficient sera constant si le fluide se meut dans I’es- 
pace ou dans un corps homogfene, tandis que, dans le cas contraire, il 
mesurera la conductibilite du corps echauff^ au point (oc,y, s). Quant 
aux angles a, p, y formes par la direction de la vitesse <0 avec les demi- 
axes des coordonnees positives, ils coincideront avec les angles a, p, 
Y determines par la formule (i 5 ), qui pourra s’ecrire comme il suit 



cos« _ cos ^ _ cosy _ i 
dp ^ dp 8 ’ 

dx dy ds 


et de laquelle on tirera 

1 dp r, 1 dp I dp 

(19) cos«=--^, cosp = --^, 


Cela pose, si Ton nomme u, v, w les projections algebriques de la vi- 
tesse (1) sur les demi-axes des coordonnees positives, on trouvera 


(ao) 

et, par suite, 
(21) p 



u = w cos« = — 
= 00 cos j3 = — 


k ^ 

p 

p dy' 

k ^ 
p ds 



P*' 


-k 



pfVZZ — 
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Si Ton supposait I’el^ment de surface s perpendiculaire, noi> plus a 
la direction de la vitesse w, mais a une autre direction qui formerait 
avec les demi-axes des coordonnees positives des angles X, [a, v, alors, 
0 designant Tangle compris entre ces deux directions, la quantite de 
chaleur qui, pendant un temps tr^s court, traverserait la surface s, 
serait proportionnelle, non seulement aux quantites p et w, mais 
encore k cosS, et, par suite, au produit 

(aa) peacos^. 

On aurait d’ailleurs 

(aS) cos 3 = cosacosX +- cos^cosfA-h cosy cos w; 

puis on conclurait des formules (20), (21) et (28) 
p6) cos 5 = p K cos^ + p e cosp. -t- p tv cos V 

= - fr(cos).|| +cospg +cosv^). 

Concevons maintenant que Telement s fasse partie de la surface exte- 
rieure d'un corps solide, et que la quantite p ou la temperature de 
cette surface au point (ar, y, s) difPfere de la temperature ? du milieu 
environnant. Admettons enfin que la quantite de chaleur qui traver- 
sera, pendant un instant trhs court At, Telement s soit proportionnelle 
a la difference entre les temperatures p et <; du corps solide et du mi- 
lieu dans lequel il est place. On aura 

(35) - k(cosl ^ cosv^ j =K(p -s), 

K designant un nouveau coefficient qui dependra de la facilite avec la- 
quelle la surface ext^rieure du corps se laissera traverser par le calo- 
rique, et, par consequent, de la nature ainsi que du poll de cette sur- 
face. Ajoutons que, si Ton represente par 

(36) f(x,y,s) = o 

la surface dont il s’agit, les angles X, p., v formes par la normale a cette 
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surface avec les demi-axes des coordonnees positives serout deter- 
mines par la formule 


(27) 


cosX 

dt{x,y,z) 

Ac 


COSjX cosv 

J) ~ di{,x,y,z) 
dy dz 


. /\0f{x,y,z)'\- 

V L 


, \di{a;,y,. 

■"L dy 


[)1* 


L (?= 


Il est bon d’observer que, dans la formule (20), le coefficient K et 
la difference p — ? seront des quantites aflfectees du meme signe, si 
I’angle designe par 0 dans I’equation (24) est aigu, ou, en d’autres 
termes, si la temperature, mesuree au dedans du corps solide et dans 
le voisinage du point {{c,y, z) au bout du temps t, decroit tandis 
qu’on passe d’un point k un autre en suivant la direction determinee 
par les angles X, p., v. Si le contraire arrivait, le coefficient K et la dif- 
ference p — ? seraient des quantites affectees de signes contraires. 

Dans le cas particulier oil la temperature ? du milieu qui environne 
le corps solide devient egale k zero, I’equation (25) se reduit a 


(28) 


cosX ^ -L- ^ -j- ^ 


dx 


-f- COS/Jl ^ -H cosv ^ + 


dz 


K 

jP = o. 


Alors, si Ton admet que la surface du corps solide ofifre en chaque 
point une temperature inferieure k celle de points tres voisins, mais 
situes au dedans du meme corps, le coefficient K sera positif ou ne- 
gatif, suivant que les angles X, p., v se rapporteront k la normale pro- 
longee au dehors ou au dedans du corps solide k partir du point 
s). 

En terminant cet article, nous ferons remarquer que MM. Fourier 
et Poisson avaient de]k obtenu, le premier la formule (28), le second 
la formule (25), quoique les hypotheses admises par ces deux geo- 
mfetres relativement k la propagation de la chaleur fussent trks dis- 
tinctes de celle que nous avons adoptee. 
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§ I®'. — Considerations ginerales. 

CoQsiderons d'abord une masse fluide en ^quilibre. Soient 

m une molecule infiniment petite, prise au hasard dans cette masse ; 
x,y, s les coordonnees de la molecule m compiles sur trois axes rec- 
tangulaires ; 

p la densite du fluide au point (x, y, s); 
p la pression hydrostatique au m^me point; 

Q la force acceleratrice qui sollicite la molecule m; 

X, Y, Z les projections algebriques de la force (p sur les axes coor- 
donnes. 

En choisissant pour variables independantes les coordonnees x, y, z, 
on aura (voir la page 24 du Volume II) (') 


(0 

et par suite 
(2) 




ds 


= pZ, 


dp = p(X (hr-hYdy-hZ dz). 


Or, pour que Ton puisse trouver une function p de x, y, s propre a ve- 
rifier la formula (2), il est n^cessaire que le second membre de cette 


(1) QEwres de Ccaudiy, S. II, T. VH, p. 89. 
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formule soit une diff 4 rentielle exacte, et que Ton ait 

d(pY) _d(pZ) d(pZ) _ a(,oX) d(pX) _ d(pY) 

' ds dy ’ dx ds ’ dy dx 

Done les conditions ( 3 ) devront 4 tre remplies dans le cas d’^quilibre. 
On pent ajouter que ces conditions suflfiront pour assurer I’equilibre, 
si le fluide est contenu dans un vase ferme de toutes parts, pourvu que 
la paroi du vase soit capable de supporter en ebaque point la pression 
exercee contre elle. Si, au contraire, une portion de la surface qui ter- 
mine la masse fluide est libre et soumise a des pressions exterieures, 
il sera n^eessaire, pour I’equilibre, non seulement que les conditions 

( 3 ) se trouvent v^rifiees, mais encore que Ton puisse satisfaire k 
I’equation (2) par une valeur de p qui, pour chaque point de la sur- 
face libre du fluide, soit precis 6 ment equivalente a la pression exte- 
rieure en ce point. Done, si la surface dont il s’agit est representee par 
I’equation f(a;,y,s) — o, et la pression exterieure par P, il faudra 
que les formules 

(4) 'F{x,y,s) = o, 

( 5 ) P=P 

subsistent simultanement, e’est-a-dire que la valeur de 5, tiree de 
I’equation ( 4 ), verifie I’^quation ( 5 ),p etantl’une des fonctions que 
determine la formule (2). 

Considerons maintenant le cas ou la masse fluide est en mouvement, 
et soient, au bout du temps t, 

0) la vitesse de la molecule m correspondante aux coordonnees a;, j, 5 ; 
la force acc 61 eratrice qui serait capable de produire le mouvement 
efFectif de cette molecule ; 

u, v\ w et «x., S', So les projections alg 6 briques de la vitesse o) et de la 
force acc^leratrice t}/* 

Prenons d’ailleurs pour variables independantes les coordonnees a?, 
5, et le temps t. Les formules (i) devront 6tre remplac6es par celles 
que Ton en deduit, quand on substitue a la force aeceleratrice 9 la 
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resultante de cette force et d’une autre qui serait egale, mais direc- 
tement opposee a c’est-k-dire, en d’autres termes, quand on rem- 
place les quantites X, Y, Z par les differences X — x., Y — S', Z — fe. 
On aura done, dans le cas du mouvement de la masse fluide. 


(6) g = p(X-iv^), ^ = p(Y-|r), | = p(Z-5b), 

p designant toujours la pression hydrostatique au point z). Soit 
d’ailleurs Lt un instant trfes court compte k partir de la fin du temps t, 
et representons par 

iiX, A/, Ls, Ap, Au, Af, Aiv 

les accroissements que prendront, pendant cet instant, les valeurs des 
quantites 

y> a, p, u, V, w 
relatives k la molecule m. On aura sensiblement 


(7) 


Ax = u At, Ay=zv At, As^w ixi. 


De plus, la densite p etant fonction de x, y, z, t, si Ton pose, pour plus 
de commodite, 


on trouvera 


Ap = /(aj 4- Aa:, / +■ Ay, s + Az,t + At) — f{x,y, z,t), 


ou k trks peu prks 


Ap = /(a? u At, y 9 At, z + w At, t-^At) — f{x, y, z) 


=[ 


df(.ir,y,z) , d/{x,y,z) , ,df{x,y,s) 

Jt 


w 




On aura done, en considerant At comme un infiniment petit du pre- 
mier ordre, et n6gligeant les quantites infiniment petites d’un ordre 
sup6rieur au premier. 



dp 

+ 9-f- -t-W 
dy 



At. 


( 8 ) 
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On trouvera de meme, en rempla^ant, dans Tequalion (^8), la den- 
site p par les vitesses u, r, qui sont encore des fonctions dc or. 


,y, - 5 , t, 

^ 9 ) 



da 

dr 

dtr 

dr 


, A/ 


Enfin, comme, pour obtenir les projections algebriques -V, k de la 
force acc 61 eratrice il suffira de diviser par At les accroissements 
infiniment petits Au, Ae, Aiv, on tirera des formules (9) 


(10) 




du dll 


’‘=•57+“-- 


dx dv 


di' 


(V 


dz> 


et, par suite, les equations (G) donneront 



Concevons a present que Ton d^signe par v et par v(i-i-6A/) le 
volume infiniment petit sous lequel la masse m se trouve comprise : 
1° a la fin du temps /; 2“ a la fin du temps t ■+■ At. La valeur numerique 
de la quantite positive ou negative 0 At servira de mesure a ce qu’on 
doit nommer la dilatation ou la condensation du volume v pendant 
I’instant At. De plus, la masse m se trouvera exprimee a la fin du 
temps t par le produit 

P'‘. 


OFMf^res de C, — S-II, t. Vlll. 
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ot, a la fin du temps t + id, par le produit 

(p + v(n- 0 Af) = pvj^i-+-^04- - -f . . . j. 

Cela pose, comme cette masse ne saurait changer de valeur avec le 
temps, on aura n4cessairement 


i-i- 


ot, par suite. 






9+i^=0! 

p A/ 


puis on en conclura, en ayant egard a la formule (8), 

(la) p0^-^4-u•^ + p^^*^v^=o. 

^ ot ox dy dz 

D’ailleurs, comme les trois produits 
(i3) uA;, vLt, wid 


representent les deplacements trfes petits de la molecule m, parallele- 
ment aux axes coordonnes, pendant I'instant id, il est clair qu’il suf- 
fira de substituer ces trois produits aux quantites v), ^ dans la valeur 
de u determinee par I’equation (33) de la page 66 du second Volume (' ) 
pour obtenir la dilatation 0 Az du volume v. On aura done 




ou, plus simplement, 
(•4) 


fl — -L. 

^-Tx-^Ty 



Par consequent, la formule ( 12 ) donnera 
, dp dp dp dp , (du, , de dw\ 


(*) OEmves de Cauchy, S. II. T. VII, p. 89 . 
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OU, ce qui revient au meme, 

(16) <?P , <?(P«) I ^(PP) 

dt dx dy ds 

Enfin, si I’on designe par v# et par Vo(i 4- v) = v les volumes infini- 
ment petits sous lesquels la masse m se trouve comprise : a Torigint* 
du mouvement; 2* a la fin du temps lavaleur num^rique de la quan- 
tite positive ou negative u servira de mesure a ce qu’on doit nommer 
la dilatation ou la condensation du volume de la molecule m pendant 
le temps t ; et Ton aura sensiblement 

9A<= A. = + a jj + . + ». jjj A,, 

Au representant I’accroissement de u pendant Tinstant A/; puis on ert 
conclura 

, . a du du d'j 

(17) e =:-r- + «-T- + p -?-+«’ T- 


ou, ce qui revient au m^me. 


d'j du 

dt dx 


d'j du dv 

dz~ dx"^ dy 


Soient encore 


^ — I. 7— n, 


les coordonnees initiales de la molecule m, c’est-k-dire de la molecule 
qui coincide au bout du temps t avec le point (a?, j, z). Les trois quan- 
tites r], K serviront a mesurer les d^placements de la molecule m 
pendant le temps t, parallelement aux axes des as, v, 5; et, pendant un 
instant infiniment petit At compte k partir de la fin du temps t, ces 
mfimes d4placements recevront des accroissements egaux aux trois 
produits 
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Or, en divisant ces produits par At, on devra retrouver les vitesses u, 
V, iv paralleles aux axes. On aura done 


/ d> 


(19) 


do dn dn 

. u-r — hc-s — h(V:5- = p, 

dt dx dy dz 


dti 

dt 

dK 


^ a; d: 


Ces trois dernieres equations serviront a determiner v], 'C lorsqu’on 
sera parvenu a exprimer les vitesses u, v, w en function des quatre 
variables independantes x, y, s, t. 

Les formules g 6 nerales que nous venons d’etablir subsistent dans 
toute I’etendue d’une masse fluide en mouvement. Mais il en est 
d’autres qui sont relatives aux surfaces par lesquelles cette masse peut 
etrelimitee. Supposons, pour fixer les id^es, que la masse fluide soil 
terminee par deux surfaces, savoir : 1“ une surface invariable qui s’ap- 
puie centre la paroi d’un vase, et qui soit representee par I’^quation 


(20) f(a?, 7 , 5 ) = o; 

2“ une surface libre soumise a une pression exterieure P, et repre 
sentee a Torigine du mouvement par I’equation 


(21) F(j?, 3) — o. 

Enfin, admettons que chacune de ces surfaces renferme constamment 
les memes molecules. Dans cette hypothese, une molecule situee sur 
la surface invariable et correspondante aux coordonnees x, y, s aura 
savitesse dirigee suivant une droite tangente k la surface. Done cette 
droite et la normale a la surface comprendront entre elles un angle 
droit dontle cosinus sera nul. D’autre part, comme les demi-axes des 
X, y, s positives formeront avec la vitesse de la molecule des angles 
dont les cosinus seront proportionnels k 


U, f>, w, 
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et, avec la normale a la surface invariable, des angles dont les cosimis 
seront proportionnels a 

dx ' dy ’ dz ’ 

le cosinus de Tangle compris entre la normale et la vitesse sera pru- 
portionnel a la somme 

di{x,y,z) df(x,x,z) 

tv I V •v 1 5 

(7-3 


et ne pourra s’evanouir qu’avec cette somme. Done, pour tous les 
points de la surface invariable, on aura en meme temps les deux 
equations 

I f(jr,7,3) = o, 

(^2) < r, 3) V, 3) v, 3 ) 

I u — ■ V - ■ ■ + f - ■ +»’ — - - = 0 . 

1 ax dy oz 

Quant aux molecules comprises dans la surface libre, leurs coordon- 
nees x, y, z devront, au bout du temps t, verifier simultanement les 
deux equations 

(23) F(a: — ^,7 — t), 3 — ?)=o, p = T. 

II est bon d’observer que, si Ton designe par les valeurs 

initiales de u, v, w, e’est-k-dire les vitesses initiates de la molecule qu! 
coincide, non pas au bout du temps i, mais a Torigine du mouvement, 
avec le point (x,y, s), on aura necessaireraent pour tous les points de 
la surface invariable 


(a4) 


<?f(3:,r,3) , „ df(,x,y,z) , ,,, dt{x,y,z) 

Ho .. -t- to ■ r »»« — V, 


dx 




ds 


et que Ton pourra, en consequence, remplacer les equations (aa; par 
les suivantes : 


(a — «o) 


df[x,y,z) 

dx 


+ (P— Po) 


f(H:,7,3) = o, 
d({x,y,s) 


dy 


(«-. 


(9f(ar,7, 3) 


(25) 
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Plusicurs des formules qui precedent se simplifient dans le cas oil 
les deplacements les vitesses w, r, w et la dilatation u du 

volume conscrvent constamment des valeurs tres petites. Supposons, 
en effet, que ces diverses quantites, et par suite leurs derivees, prises 
par rapport aux variables x,y, s, i, soient considerees comme infini- 
ment petites du premier ordre. Alors on tirera des formules (ii), (i8) 
et (19), en negligeant les infiniment petits du second ordre, 



Dans le meme cas, les projections algebriques de la vitesse initiale de 
la molecule qui coincide au bout du temps i avec le point (a?,/, s) dif- 
fereront tres peu des projections algebriques de la vitesse 

mesuree a I’origine du mouvement au point (ac,y, s), c’est-a-dire que 
Ja difference sera une quantity infiniment petite d’un ordre superieur 
au premier. 


§ IL — Siir requilibre et le mouvement des liquides 
oil Jliiides incompressibles. 


Considerons un liquide ou fluide incompressible, soumis a la force 
acceleratrice 9. Si ce liquide est en dquilibre, la pression correspon- 
dante au point {x,y,z) sera determinee par la formula (2). Si, au 
eontraire, le liquide est en mouvement, la density de chaque molecule 
devant rester invariable, la valeur de Ap determinee par I’equation (8) 
devra s’evanouir, et, par consequent, on obtiendra la formule 


(29) 




dt dx dy 


dz 


0, 


en vertu de laquelle I’equation (i 5 ) se trouvera reduite a cello qui 
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oxprime qu’un element du volume ne varie pas avec le temps t, e’esl- 
a-dire k 


(3o) 


du dv dfv 

3 ^ i * 

doP dr dz 


Alors les formules (ii), (29), (3o) seront les seules qui subsistent, 
dans toute I’etendue de la masse fluide, entre cinq inconnues p, p, u, 
v, w considerees comme fonctions des variables independantes a?, r, 
s, i. Dans le cas particulier oil les vitesses m, i’, w demeurent constam- 
ment tres petites, les formules (n) peuvent ^tre remplacees par les 
formules (26). 

Supposons maintenant que le fluide incompressible soit homogene. 
Alors la densite p deviendra constante; et, si Ton ajoute les equa- 
tions (26) apres avoir differentie la premiere par rapport a x, la 
seconde par rapport a y, la troisieme par rapport a s, on trouvera, en 
ayant egard a la formula (3o), 


(3i) 




Telle est i’^uation a laquelle doit satisfaire la pression p dans un 
liquide homogene et en mouvement, lorsque chaque molecule a tou- 
jours une trks petite vitesse. Dans le m§me cas, en d^signant par 
Vo, les projections algebriques de la vitesse mesur6e a I’origine du 
mouvement au point x, y, s, c’est-k-dire les valeurs de u, v, w corres- 
pondantes a i = o, on tirera des equations (26) 


(32) 




et des equations (28) 







wdl. 


(33) 
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Les formules (3ij et (32) se simplifient dans le cas oil, X, 'i, Z 
/■lant dcs fonctions des seules variables x,y, =■, I’expression 

, X 4- Y dy -h Z rf- 

devienl une differentielle exacte. Alors, pour convertir I’etat initial on 
un etat d’equilibre, il suffirait d’aneantir les vitcsses initiales des 
molecules liquides, et de remplacer a I’origine du mouvement la sur- 
face libre du liquide par une surface invariable. Soit ^ la pression 


relative 

a I’etat d’equilibre dont il 

s’agit. 

On aura 


t'S5) 


(Xdx 

-i-Y<r 

+ Z dz ), 


ou, CO qui revient au meme 

9 





d^ 

d<i! 



pZ 

(3tjj 

— — 

Ojc ‘ 

dr 

=px. 

dz ~ 

et, par consequent. 






/dX dY 

dZ\ 

_d*^ 




dr 

'^dz) 

dx^ 


dz‘- 

Done, s 

i Ton fait, pour abreger. 




< 07 ) 



p = ^. 




les equations (3i) et ( 82 ) deviendront 

(Pm d-m d-Ju 


d I" Tsdi 


u = l/o-h - 


1 ;; j 

p dx 

d f Tsdt 


(’ — To 4 r y 

P 


df ® 

l Jq 

P 

df m 

I Jo 
p 



OU LES LOIS DU MOUVEMENT DES FLUIDES. 


169 


Par suite, les formules ('33 ) donneront 


l40) 


; -iht 




P 


d( f 'rssdt^ 
I A 



d>z‘ 

0 

B 

Jo 

^0 


dy 

0 

f mdt^ 

•-0 



d: 


Ajoutons que, si la masse liquide est termiiim^ par deux surfaces, 
Tune invariable, et representee par T^quation ( 20 ), I'autre libre, mais 
soumise a une pression exterieure P, et representee a I’origine du mou- 
vement par I’equation ( 31 ), on aura, pour tous les points de la surface 
invariable, en vertu des formules (aS) et (Sg), 


(40 I of mdt of mdt • oi 

1 dt(x, Y,:) J„ r, J) 4 ^ Of(x,r,s) 4 


t‘(x,f,S)zzO, 
mdt 

dr Or 


mdt 


= 0 , 


Ox , Ox ' Or Or Oz dz 

tandis que I’on aura, pour tous les points de la surface libre, en vertu 
des formules (aS), ( 37 ) et (4o), 

(42) F(a--i,/-io,3-0=o, !iy=tf-P 

ou, ce qui r'evient au meme. 


df f‘mdt^ 

43)-'F\ 


dx 




1 Ja Jo 


mdt' 


dy 

m = <S-?. 


z-wj- 


df f mdt- 


Cela pose, pour obtenir la function de ar, j et r designee par ®, il suf- 
fira d’int^grer I’equation (38), en determinant les fonctions arbitraires 
de manibre a remplir les conditions (4i) et (43 }. De plus, la function ® 
etant connue, on deduira immediatement des formules ( 37 ), (Sg) el 

OEupres de C. — S. II, 1. VIII. 
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( 4 o') les valours do la pression p, dos vitesses u, v, w, et des deplace- 

monts Tj, 4. 

Pour nidiitror uno application dos formules que nous venons d’eta- 
Itlir, oonsiderons un liquidc liomogfeno dont les molecules, uniquement 
sttumisos a la tbrco g do la pesanteur, conservent pendant toute la 
durop du mouveraent dos vitesses trts petites; et concevons que, I’axe 
dos 3 otant vertical, I’ordonnee s se compte positivement de bas en 
liaut. Siipposons en outre que le liquide repose sur un plan horizontal 
roprespiite par I’equation 

(U' z=—h, 

que sa surface lib re supporto une pression constante designee par P, 
et que cettomeme surface, a I’originedu mouvement, s’ecarte trl's peu 
dll plan d[esa?,,v'. Soient onlin 

1 45' j = F(j;,j) 

I'oquation initiale de la surface libre, et 

•4<ii ' n\=i(a:,y) 

la valour de correspondante a s = o. Les fonctions F(a 7 , y), ^(£c,y) 
aurontdetres petites valeurs numeriques, quelles que soient d’ailleurs 
les coordonnees .r, r; et, comme on trouvera 

X=:0, Y = o, Z=-s-, 
la formule C 35 ) donnera 
( 4 ;' df=z—gpds. 

Op cette derniere equation sera v 6 rifiee, si Ton prend 

(48) y? = p-g-p5. 

Cela pose, les formules (41) et (42) deviendront 



(491 


= 0, 
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et 


( = F(.r — j — -// 1 , ro = — 

De plus, les cleplacements r^ devant rosier Ires petits, ainsi quo la 
fonction F(a;, v), on pourra, sans erreur sensible, r.eduire la premiere 
des equations (.5o) a 

(5i) j — r=zF(jr,j); 

et, comme la troisieme des formules ( 40 ) donnera a tres [>eu pres, 
pour des valours de z- peu dilFerentes de zero. 


(5a) ? = «rV(a;, V) - 

on tirera de I’equation (.)]) 


. ‘’I X 


d: 


(53) 


4'f' 


vsdt^ 


dz 


■ = Fia-, .) ) 4 - irf(j*, 4-1. 


D’ailleurs, si Ton elimine z entre la formule (53) et la seconde des 
equations (5o), on obtiendra la suivante 






qui restera sensiblement exacte pour de trbs petites valours nume- 
riques de z, et par consequent pour z = o. Done Ton deterininera, 
dansThypotli'eseadmise, la fonction dea;, j, 5 designee par xs, en inte- 
grant Tequation (38), de maniere que la condition (54) soit verifiee 
pour 5 = o, et la condition 


(55) 




d I xsdt 


Oz 


= o, 


pour s = — A. On fixera ensuite la valeur de la pression />, en un point 
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(fuolcnnquo do la masse liquide, a I’aide de la formulc (37). ou plut 6 t 
de la siiiYant(‘ 

p=zP — ,^ps — is, 

puis les valeurs de «, e, w, v], ^ a Taide des formules (39) et ( 4 o). 
Ajoutons que la surface libre du liquide sera representee, au boutd’un 
temps quelconque /, par la seconde des equations (ao), qui peut s’e- 
erire comme il suit : 


ns 

Si, pour plus de simplieite, on supposait les vitesses initiales 
ti-'u reduites a zero, la fonction .yt'.r. r ) etant-alors nulle, I’^quation ( 54 ) 
se presenterait sous la forme 


(5Si 


ni • 


off nsdfi 
I «/o 


dz 


= - 5 'pE(x,.r), 


tandis que les formules (Sq) et ( 'jo) donneraient 



Nous renverrons a un autre Article I’int^gration de I’equation ( 38 ), 
ainsi que I’exposition des.lois qui s’en deduisent pour la propagation 
des ondes a la surface d’un liquide pesant. On peut d’ailleurs consulter 
sur ce sujet un M6moire compost en i 8 i 5 , qui a ete couronne par I’ln- 
stitut en 1816, et insere dans le Recueil des M6moires des Savants 
etrangers (•). 


( * ^ OEuvres de Cauchy , S. I, T. I, p. 5 et suiv. 
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§ IIL — Sur I'^qiiilibre et le mom'ement des fluides ilastiques. 

Soil donne un fluide elastique soumis a la force aceeleratrice 9. La 
densite p, en un point quelconque (a*, v, ; ) de ce fluide, sera propor- 
tionnelle a la pression p, c’cst-a-dirc que Ton aura 

(61) ? = /•/>, 

h designant un coefficient qui dependra uniquement de la temperatun* 
correspondante au point dont il s’agit. Cela pose, consideroiis un etat 
d’equilibre ou de mouvement de la masse fluide, danslequel la tempe- 
rature, connue en chaque point, ne varie pas avec le temps; k sera une 
fonction determinee de cc, v, 5 ; et la pression />, si le fluide est en equi- 
libre, se deduira de la formule 

{62) d\{p) =1 /r(XflfvC 4“ Y dy -^ 7 .dz\ 

que produit I’elimination de p entre les formules (2) et (Gi). Au con- 
traire, si le fluide est en mourement, les cinq inconnues p, p, u, v, w 
devront verifier les cinq equations (ii), (16) et (61), quelles que 
soient d’ailleurs les valeurs attribuees aux variables independantes £c, 
y, s, t. Dans le cas particulier ou les vitesses a, v, w demeurent con- 
stamment tres petites, les formules (ii) peuvent ^tre remplac4es par 
les formules (26), desquelles on tire, en les combinant avec I’equa- 
tion (61), 

( 63 , ^ = 

D’ailleurs, si Ton elimine p entre les formules (16) et (61), on Irou- 
vera 

idp , d{kup) , d[kvp'\ , dikwp ] ^ 

ou, ce qui revient au mSme, 
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Ijiiis, on oonsiderant les vitesscs u, o, w comme infiniment petites du 
promier ordre et negligeant les infiniment petits du second ordre, on 
doduira dos equations (03) et (65) combinees entre elles 


I » 


'Ui£l 

dt 


Y('-hZ«-) + 


d(ku) 

dx 


+ 


d{k(>) 

dr 


, d(k(v) 


o. 


Si inaintenant on suppose que les projections X, Y, Z de la force acce- 
leratrice o soient independantes du temps, on tirera de I’^quation ( 66 ), 
differentiee par rapport a ^ et reunie aux formules (63), 


itt;) 


i + /(••( X' + V* + 7.< I 

ax or 


, d(X-X) d(A-Y) d(X'Z) 




Telle estl’equation aux differences partielles du second ordre a laquelle 
doit satisfaire la pression p dans un fluide ^lastique en mouvement, 
lorsque, chaque molecule ayant une vitesse trfes petite, la temperature 
et les projections de la force acceleratrice sont independantes du temps. 
Alors aussi, en d^signant par e#, Wq les vitesses initiales, c’est- 
a-dire, les valours de u, e, (v correspondantes a r = o, on conclura des 
formules (63) et ( 27 ) 


(68) 


1,69) 


r* f du dr d(v\ 

”=i + 


Quant aux d^placements Tj, ils seront determines, comme dans le 
§ II, par les equations (33). 

Les formules ( 67 ) et ( 68 ) se simplifient dans le cas oil, la direction 
et I’intensit^ de la force acceleratrice etant, ainsi que la temperature, 
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independantes du temps, le produit 


(70) 


k\Xdx^Ydy~Idz) 


devient la differentielle exacte d’une fonction des seules variables a-, 
y, z. Alors, pour obtenir un etat d’equilibre de la masse fluide, il siiffi- 
rait de rendre invariables les surfaces qui servent de limites au volume 
qui renferme cette masse, et de la distribuer, entre les diverses por- 
tions du mfeme volume, de telle maniere que la densite p et la pression p 
correspondantes a un point quelconque (x, y, z) fussent propres ii ve- 
rifier les formules (61) et (62). Cela pos6, desiguons par ‘f la valeur tie 
la pression p relative a I’etat d’equilibre dont il s’agit. sera une fone- 
tion des seules variables x, v, 5, qui verifiera I’equation 

(71) rr A'(Xrfj: 4 - Yrfv 


ou, ce qui revient au m^me, les trois formules 


(72) 


(^l(g) _ ^ r) I ( ) 






dz 


= AZ; 


et Ton aura en consequence 

d(A-X) d(A-Y) ^ d(A-Z) _ dO(g) 
dx dy ' dz dx^ dy* dz~ 

Done, si Ton fait, pour abreger, 

( 73 ) l{<j?)-l(/7)=», 

les equations (67) et (68) deviendront 
(3*8 d*8 d*8 


dif dz‘ * 


^xg+Y^ + Z*' 




d-H 

dt^' 


d f ^dt 

I Jo 


<»/ 

I 


^dt 


d f >idt 

I 


Observons d’ailleurs que, la quantity a etant tres petite, I’^quation (73) 
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Jonnera, sans erreur sensible, 


■0 I 


P 


= e“=ii-r-a, 


et que les pressions f , p, mesurees au point {x,y, z ) : i" dans I’etat d’e- 
quilibre dont nous avons parle ci-dessus; 2“ dans I’etat de mouvement 
que presente a la fin du temps t la masse fluide, seront proportion- 
nelles, en vertu de la formule (61), aux densites correspondantes a ces 
deux elats. Done la valeur num^rique de la quantite positive ou nega- 
tive designee par « mesurera co qu’on doit nommer la dilatation ou la 
condensation du volume au point {oc,y, z) dans le passage du premier 
etat au second. Ajoutons que cette dilatation ou condensation ne doit 
pas etre confondue avec celle que nous avons designee par la lettre u, 
et qui se rapporte au changement produit dans le volume d’une mole- 
cule m, tandis que la masse fluide passe de I’etat initial de mouvement 
ou de repos a I’etat de mouvement qui subsiste au bout du temps t. 

On pourrait encore parvenir aux formules (74) et(75) de la manifere 
suivante. 

On tire des formules ( 63 ) et (66), en ayant egard aux Equations (72) 
et(73), 

. du d'i , di? _ ds . div __ 

^ ' (Jt tJj:’ * dt ~ Oy^ ' dt 




Ao * 


d(kii) 

dx 


djM 

dy 


d{kw) 

~d7~' 


Or, si, apres avoir differentie par rapport a / la formule (78), on la 
combine avec les formules (77), on retrouvera precisement I’equa- 
tion (74)" De plus, il est clair que les equations (75) se deduisent 
immediatement des formules (77) int§grees par rapport a / et a partir 
de / = o. 

Si Ton suppose que la masse fluide s’etende ind^finiment dans tous 
les sens, il sera tres facile de determiner les functions arbitraires com- 
prises dans I’integrale generale de I’equation (74). En effet, cesfonc- 
tions arbitraires peuvent etre reduites aux valeurs initiales des quan- 
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tites 8 et^- Or, d’apr^s ce qui a etc dit plus haul, la valeur initiale 

de 8, que nous designerons par 8o, repr^sentera, au signe pres, la dila- 
tation OU la condensation que subit le volume du fluide elastique au 
point (x,y,s), quand on passe de I’etat d’equilibre ci-dessus men- 
tionne a I’etat dans lequel se trouve le fluide a I’origine du mouve- 

ment. Quant a la valeur initiale de elle se deduira sans peine de la 

formula (78), et sera, en vertu de cette formula, equivalente au po- 
lyndme 


(79) 


^'(Xuo-f- YPo-f- Ztfj) 


I r d(ku^) <?(A-cvo) 'l _ 

A- L du? ‘ dy ■ dz J 


Lorsque la masse fluide est uniquement soumise a la force accelera- 
trice de la pesanteur, alors, en supposant que I’axe des s soit vertical, 
et que I’ordonnee s se compte positivement de bas en haut, on trouve 

X = o, Y = o, Z = — g 

et, par suite, I’equation (74) se reduit li 


(80) 


dx* dy* dz* ^^Tz~ dt* ' 


Si Ton suppose au contraire que la force aeceleratrice s’evanouisse, 
r^quation (74) se reduira simplement ^ 


d*8 d*8 ,d*v 

op “ *^dF' 


Si Ton admet de plus que la meme temperature regne constamment 
dans toute I’fitendue de la masse fluide, la quantite k deviendra inde- 
pendante des variables x, y, z, et la formule (78) donnera 

^ da du dp , dPS' 

df “ dj: dy dz ’ 

puis on conclura des Equations (27) et (82) 

dj ^ 

dt ~ dt 


(83) 


OMwres d€ C. — S* II, t. VlII. 


id 
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et, par consequent, 

(84) U = 8-8o. 

Alors, si I’etat initial de la masse fluide est un etatd’^quilibre, on aura 
= o, et par suite 

(85) y = 
ce qu’il etait facile de prevoir. 

§ IV. — Sur le mouvement de la chaleur, 

Concevons quc Ton demande I’equation du mouvement de la cha- 
leur dans un corps solide ou dans I’espace. Supposons d’ailleurs, 
comme dans I’Article precedent, que le calorique est un fluide qui 
penfetre tous les corps, et dont chaquc molecule se meut toujours a 
partir d’un point donne (x,y, s) dans la direction suivant laquelle le 
decroissement de la densite est le plus considerable. Admettons enfin 
que la quantite de chaleur, qui, pendant un instant tres court A«, tra- 
verse un element de surface perpendiculaire a cette direction, est pro- 
portionnelle au module du decroissement dont il s’agit. Si Ton designe 
par 0 ) et (3 la vitesse et la densite du fluide au point (a?,/, s) au bout 
du temps t, puis par «, v, w les projections algebriques de la vitesse w 
sur les axes coordonnes, on aura {voir la p. i55) 

(86) P«’=-*i’ 

k d^signant un coefficient positif, qui sera constant si le calorique se 
meut dans I’espace ou dans un corps homogene, et qui, dans le cas 
contraire, mesurerala conductibilite du corps echaufie au point ( 07 , 7 , 5 ). 
Or, si Ton substitue dans la formule (i6) les valeurs des produits pu, 
pv, pw tirees des equations (86), on en conclura immediatement 
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Dans le cas particulier ofi ie coefficient i a une valour constante, c'cst- 
a-dire, independante de cc, y et s, I’equalion (87) so reduit a 


( 88 ) 


d? , / 0-p 

Oi ~ dPj 


Les formules(88) et (87) coincident avec celles ejui ont ete donnecs 
par MM. Fourier et Poisson, quoique rhypofhese admise dans cet 
Article relativement a la propagation de la clialeur diflore ossentiello- 
ment de celles que ces deux geom^res ont adoptees, et suivanf les- 
quelles le calorique serait un fluide qui s’^clmpperait par rayonnemont 
dans toutes les directions possibles de chacune des particules d’un 
corps echauffe. 


Je montrerai dans un autre Article I’analogie qui existe entre la pro- 
pagation du calorique et la propagation des vibrations d’un corps entie- 
rement depourvu d’elasticite. 
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DES 

PUISS-i-NCES ENTiRES D’UWE SEIILE VARIABLE. 


On sait que la difference finie d’une puissance entifere de la 
variable x s’^vanouit dans le cas oii I’ordre m de la difference finie est 
inferieur a I’exposant n de la puissance. Dans le cas contraire, se 
reduit a un polyn6me en x du degre n — m. Or, parmi les moyens a 
I’aide desquels on peut determiner les coefficients des diverses puis- 
sances de X dans ce polynome, Fun des plus simples est celui que 
fournit le calcul des residus, et que nous allons indiquer en peu de 
mots. 

Comme on a g^neralement, en supposant le nombre n entier, et le 
signe relatif a la variable z. 


(0 

on en conclut 


« o r* ^ 

ir® = i.2.3. . . « I — — - 




(2) 


.2.3. . 




la caract^ristique A 4tant relative a la variable x\ puis, en posant pour 
abreger Aa? = A, on trouve 


( 3 ) 


A’”a?®=j.2.3.. 


„ p (e^g— i )«e^= 

O ({s»+i)) 


Concevons maintenant que Ton d6veloppe les deux functions 


«*= et 


(c** — 1)“= 



k*3* 

1.2 1 . 2.3 


. . 


•) 


m 
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suivant les puissances ascendantes de 5 , et faisons 
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(3) 


Pour obtenir le r^sidu . .n2, -^» il suffira de chercher le coefti- 
cient de 5 "-“ dans le d^veloppement du produif 

hs /i®5S \'» 

iH 1 5 +... 

V 1.2 1.2.3 J 

= /i«^i + ^ j.. . .) (1 + M.As + Ms**.!*-. . . 

et, par suite, I’equation (3) donnera 

A” a;® = n ( 71 — I ) . . . ( n — m + 1 ) A™ a;"-® 

+ n(7i — i). . .(/i — 7n)MiA®*+‘ jj®“’”“‘4-. . .-r 77(77 — 1 ). . .3.2 

On tirera d'ailleurs de la formule (4) 

/AN M ^ 1C „ 77i®(7?iJ-i) 

(6) M.= -4s - ’ 

et generalement 




le sigue § indiquant une somme de termes semblables a oelui qui se 
trouTe renferm4 entre les crochets, et relatifs a toutes les valeurs 
entibres positives de p, q,r,s, ... qui verifient les deux conditions 

(8) j:? + yH-r + s+...=77?, 7 + 2r + 3s4-... = t. 

Si, dans I’equation (5), on pose successivement 


7l = 7W, 


7l = 7K + I, 


77 = 7re + 2, 


• • 5 
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on obtientira les formulas 

A'«x'*= I .a. 3. . . mh"', 

1 1.2.3. . . (m + -H 

.....3. . . {m + a)A-* ^ ^ 

L 2 /P 2 h 24 J 

,.2.3. . . ^ 3 w ,,„^3 r.fl + 1 Jfl + + 0 + 

[s/i* m 2/1* 24 A 48 
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INTteALES All DIFFfiREXCES FINIES 

DES 

PUISSANCES ENTifeRES B’DNE SEULE VARIABLE. 


La methode que nous avons employee dans I’Article precedent pour 
determiner les differences finies des puissances entieres d’une seule 
variable pent egalement servir a former les integrales aux differences 
finies de ces memes puissances. Concevons, par exemple, que, la 
lettre n designant un nombre entier, on se propose d’evaluer I’integrale 
aux differences finies Ex", e’est-a-dire, la valeur de j propre a verifier 
I’equation 

(i) = 

et soit oy(a?) une fonction periodique de a?, determinee par la formule 
(a) Asj(a;) = o. 

On reconnaitra sans peine que I’equation (i) de la page i8o, savoir 


(3) 

entraine la suivante 


. 2 . 3 . . .nX 




(4) 


V » 9 r 

3jr“=i.2.3.. 




qui peut etre reduite a 

I e**® 


En effet, pour verifier la formule (5), il suffira de prendre les diffe- 



18i SUR LES INTEGRALES AUX DIFFERENCES FINIES 
Fences tinies des deux niembres, ct d'observer quo 1 on a 

, r I f 1 Ae^= _ p _ -y" . 

Admettons maintenant que Ton d^veloppe les deux fonctions 


T I / hs h*z^ 

suivant les puissances ascendantes de s, et faisons 


( 6 ) 

Le residu 


I -j 1 5 -f- . . . I — I -h Ofi <3 -r- flCg -3^ + OC 3 5* -f- . . . 

\ 2 2-D J 


exz 


i^^hz — I 

ne sera autre chose que le coefficient de dans le developpement 
du produit 

et I’equation (5) donnera 


( 7 ) 2ar«- 


iT” 


(« -r- l)« 


-i- «i.27“ 4- n{n — i)asA*a;'*“*+ . . . 4-5T(a:). 


On tirera d’ailleurs de la formule (6) 


(8) «!=—-> 


I I 

“*= 26 ’ 


«s=0, a4=- 


I. 2 . 3.4 3o 


7 


et g^neralement 

( 9 ) *!ni+l — 0> 


^ , 

' ' 1 . 2 . 6 . .. 2 m 


m d^signant un nombre entier different de zero, et celui des 
nombres de Bernoulli qui correspond a I’indice 2 m. En effet, la for- 
mule (6) donnera 
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et, comme on a identiquement 


I 


I -j- e 


2 2 2 Lz -i- 2 

— e- 


on trouvera encore 
(II) 


«/ 


__ I p ^ g 3 


— = r 


d\ 


a=-ri“) . 


j e- I. (li.,) - o 




u-0) 


Or on conclura de la formule (i i) : i° en remplacant I par 27w — r, 

^2;«— 1 — 0, 

2" en remplagant I par o.m et z par it v'— i, 


d\ 


sin^ 


. . (— i)™ P rfl sinr I ( — i)”* p t I 

(12) 2*'“ o dt ((«*'")) ~ 2*“ dt ((i*"*))’ 


on, ce qui revient au meme, 
(i3) 


«2« — 


j.m ising 
I z 


1 . 2 . 3. ..( 2 m — i; 2 ®'“ rfs*“ 

s devant Stre reduit a zero aprfes les difiPerentiations; et, comme Te- 
quation (72) de la page 349 premier Volume (*) donnera 




(i4) 




sine 

2 m 


il est clair que la formule (i3) entrainera la seconde des equations ( 9). 
Ajoutons que de la formule (12) combin§6 avec I’equation (21) de la 
page 3oi du second Volume (®) on tirera 

(*®) 2*'" 3*“ + • ■ - ^ • 


(1) OEuores de Cauchy, S. II, T. YI, p. 4*2- 
(*) QEuures de Caucfy, S. 11, T. VII, p. 348. 

OXarret de C. — S. 11, t. VIII. 


24 



186 SUR LES IXTI^GRALES AUX DIFFERENCES FINIES 
Cela pose, lequation (7)pourraefre representec sous I'une des formes 




nbi ' 


I jj, r" “ 

1 ' \n^\)h 2 3 


«( /i — 0 (/z — 3) 

^374 


A; /z® .r»“® CT (^) , 




- cT'* H- ^ 


■ 1“ I 


t/Z-rl)A 2 62 

f — lU/Z-- 3 ) 

“ 3o 2X4 


A 3 ^n-® — . . . -hcj(j:). 




(rS) 




-[( 


(/Z4 -i)A 2' 


I I \/ 2 Aj:'“"* 

'+-,, + 3i + -)-ir^r 




Si, dans I’equation (18), on attribue successivement au nombre 
cntier n les valeurs i, 2, 3 , . . . , on en conclura 


{'9) 


_ x{x — h) , . 

lx = +^{x). 


lx>= -^e{x), 


4 A> 


II est bon d’ observer que de I’equation (10) on tire directement 


-S[' 




(1.3 


i.3.3...(j'+/--rj+...) /ly / 1 y/ ^ V 1 

.3...7)(i.2.3...r)(i.2.3....t)... \2/ \2.3/ \^2.3.4/ J’ 


le signe § indiquant unc somm’e de termes semblables a celui qui est 
renferm^ entre les crochets, et devant s’etendre It toutes les valeurs 
entieres, nulles ou positives de q,r,s, ... qui v 4 rifient la condition 

(ai) q + 2r + is+...~l, 

Des formules (9) et (20) comparees entre elles, il r^sultc : i* que, 
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si Ton etendlesigne a loutes les valeurs entieres, nulles ou positives 
de q,r,s, ... qui verifienl la condition 

(22) + — 


on aura 


(23) 


s['- 


l)?+ 


i.2.3...(i7H-r-rs+...l 
(i.‘i.5...q) (1.2.3... r) (1,2.3.. .sj... 



2® que, si Ton etend le signe § a toutes les valeurs entieres, nulles ou 
positives de q,r,s,... qui verifient la condition 

(24) q + ir~h + ....~ 2 m. 


le terme correspondant a I’indice 2m dans la serie desnombres de Ber- 
noulli sera 


(23) Aj«,= (— i)®+*i. 2 . 3 ...aM 




i.2.3...(y-r-^.t-r-) I 1 I ■■ ; 1 . 
t,i.2.3...jHi-2.3...r;(i.2.3...4i... ' 2 / ', 2 .W a.f.j/ 


1 

■rv 


On a vu, par ce qui precede, comment, a I’aide du calcul des re- 
sidus, on pent determiner la valeur generale de I’integrale lx”. On cal- 
eulerait avec la meme facilite la valeur de I’expression 


quel que fut le nombre des integrations indiquees par les signes I; et 
I'on trouverait, en designant ce nombre par m. 


(26) 

ou, ce qui revient au meme, 


^ vvv 


1'7) 


22E...ar"=i.2.3.,.n /, 


e*= 


0 ( 6 * 5 - I)« (( 5 «+‘)} 

+ {x) ■+ a:"'-’ Bi(a') -l- ...•+• a; ®m-i (arj ®ffl(a-). 


Dans I’equation (27), a, (a?), s,(a:), . . fSm{x) represen- 
tent des fonctions periodiques de la variable x, qui peuvent etre clioi- 
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sies arbitrairemcnt. Ajoutons que, si Ton pose 


. -2 \ — 

(3S ) ( I -T 7 -f- . . . j — 1 -f- Z -t- 311.2 -3“ H- 311.33^ -r- . . . , 

‘i 2.0 / 

la formuli* ("27; pourra 6tre reduite a 

1 

I -h. • .-h OUlfji J?" -T- ^)l^/«+l . 

On tirera d’ailleurs do la formule (28) 



31l , = 1 


m(3m — i) 


* 48 


et, generalement. 


n 



m(m + i)...(m-hy-hr+s...— i) /sY f < V/ * V 1 

(i.2.3...y) (1.2.3.. .r) (1.2.3. \2.3/ \2.3.4/ J’ 


le signe § s’etendant a toutes les valeurs pntieres, nullos ou positives 
de r, s, ... qui verifient la condition (zi). 
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ET LES 

INT^GRALES AUX DIFFtoCES DES FONCTIOA'S EXTISRES 

D'CNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES. 


A I’aide des formules que nous avons etablies dans les articles pre- 
cedents, on determinera sans peine les differences finies et les infe- 
grales aux differences finies des fonetions entibres d’une ou de plu- 
sieurs variables. Pour y parvenir, nous observcrons d’abord que, si Ton 
fait usage des notations adoptees dans le Volume II (pages i6i et 
suiv.) (’), les formules ( 5 ) et (29) de ravant-dernier et du dernier 
article se r^duiront aux deux equations 

/ r,..x^dx”‘ f 

( 2 ) 52....r»= +...+ Xc;x«-i-31L„+,ADjr«-f.. 


dont la seconde pourra encore ^tre presentee sous la forme 


( 3 ) 


^ j.a 


+ - - - -H + Xt„+, h Bxo - 



ou, ce qui revient au meme, sous la suivante 

( 4 ) A-” XliA-'»+‘D-™+‘x”-)-. . 31 Lm+, ADx" -i- . . . . 

Seulement, pour que la valeur de SS. . .a?" foumie par I’equation (2;, 
(3) ou (4) devienne la plus generale possible, il faudra remplacer les (*) 


(*) OEuvres de Cauelcr,'^. II, T. VH, p. 200 et suiv. 
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constantes arbitraires comprises dans les integralcs 


if. . .x"dx”', D“'“+'j;''=: f f .. 

par dcs fonctions periodiques arbitrairement clioisies. Quant aux coef- 

liL-ieiits M,, Mj, M,, . . . ; 31L„ OIL,, 311, ils se trouveront determines 

par les formules (4 ) et (28) des pages 181 et 188, ou, ce qui revient 
au memo, par les deux equations 


z=z’^ -i-Ms 3= -rMjv* — 

— I ^ Ole I -3 -4- 31 l -T" 311-3 ) — 3”^-r 


Ml 3'"+* -rMs3'"+^ 4- 

3 rL', 4 - OR s ^ 


Supposons maintenant que, dans la formule (i) ou ( 4 ). on remplace 
successivement I’exposant n par les suivants « 4- 1, » + 2, . . et que 
Ton combine par voie d’addition les formulas ainsi obtenues, apres les 
avoir respeetivement multipliees par des coefficients donnes A, B, 
C Alors, en faisant, pour abreger, 

(7) «=:.\x* 4 -Bj;"'''' 4 -Cj;®'''* 4 -..., 


on trouvera 

1 8 1 A« tt = h«‘B” u 4- u 4 - 4 - M3 A"-*-’ D'«+»« 4 -... 

et 

(9) A-“a = A"'D-'“«4-3n.,/r"'-^'D-'“-^‘«4-...4- 31 L„« 4 - 3 K,,„.h/jD« 4 -.... 

Comma on peut d’ailleurs, dans le second membre de I’^quation (7), 
fixer arbitrairement le nombre des termes, et reduire I’exposant n a 
z^ro, la valeur de u que cette Equation determine pourra etre une 
fonction entibre queiconque de la variable x. Done, pour d^velopper 
les differences finies ou les integrales aux differences finies d’une 
semblable fonction en series ordonnws suivant les puissances ascen- 
dantes de la quantity A = Aa?, il suffit de recourir aux formules (8) 
et (9). De plus, comma dans ces dernibres les coefficients M, , M^, . . 
31L,, STl'j, . . . doivent §tre deduits des equations ( 5 ) et (6), on trouvera 
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encore 

(10) A'«u =r (e*®— I 
et 

(11) A-"‘u = (e^^—i'r"‘u, 
pourvu que, apres avoir developpe les expressions 

/* D \fn - / Ad \—m 

(e — i) u et (e —i) u 

en series ordonnecs suivant les puissances ascendantes de A, et, par 
consequent, en termes de la forme 




on considerc la lottrc D placee devant la lettre u comme une veritable 
caracteristique. 

Dans le cas particulier oit Ton suppose m = i, les formules symbo- 
liques (lo) et (i i) se rMuisent a 

(12) = — i^u = e‘^u — «, 

(13) A~‘a = (e*® — 


et Ton en conclut 
(• 4 ) 


h* A* 

A« = A D« -1 D* a H » D* K -r . 

1.2 1 . 2.3 


/ - y V J udx , 1 I A* ^3 1 A® _ . 

(.,) ;“ + SJ®“- 35JX4® “- 55X433‘’‘''— 


ou, ce qui revient au mSme, 


(16) 

(17) 2a 


, ,du h- rf®« . A® d^u 

a . a ii~r i.% dx* i .2.3 dafl ' " 

J udx j I h da i A* cPa i A® d^u 

h 2 6 2 rfj! 3o 2.3.4 dx^ 4a 2.3.4.5.t» rfj?® 


II est essentiel de rappeler que la eonstante arbitraire, comprise dans 
I’integrale J udx que renferme I’equation (17), doit 6tre remplaeee 
par une fonction periodique, mais arbitraire, de la variable x. 
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Concevons a present que la lettre u designe unc fonction entiere, 
non plus Je la scule variable x, mais de plusieurs variables indepen- 
dantes x, y, s, et que Ton emploie les caracteristiques 


Rxj •••? 
Oil 

•••> 


D„D|, D|, ... 

A|, A|, ...; ..., 


placees devant une fonction de x,y, s, pour indiquer les deriv6es 
partiellcs de cette fonction ou ses differences finies partielles des di- 
vers ordres prises par rapport a x, par rapport a y, etc. Alors, en 
posant 


(i8) Lic = h, Ay = A% = 


on tirera de la formule (lo) 


(19) 


A”‘ « = («*“'- O'” «, A»« = - 1)" «, 


et, par suite, 

( 20) A“AJ. . . ££ = (e*°* — 0 ”' — 0 ”" • 

De memo, si Ton emploie les caracteristiques 


D-t T)-S I)-* 

A"i A"® 


D7‘, D;S D-\ 
Aj\ A-*, A-S 


D:‘, Djs, D;*, 
ArS ArS Ar*. 


placees devant une fonction de x,y,s , pour exprimer le resultat 
d’une ou de plusieurs integrations ind^finies relatives a x, ou a/, ou 
ks, . . . et du genre de celles que Ton indique ordinairement par le 
signe y* ou par le signe S, on tirera de la formule (i i) 

(21) Aj®« = Aj:"« = (e*“^— 0 “”f^ 

et, par suite, 

(22) A;«A-». ..u- (/®*- 0 "'" («*”'- 0 "“- • 

II est important d’observer qu’aprbs avoir d6veIoppe les seconds mem- 
bres des Equations (19), (20), (21) et (22) en series ordonnees sui- 
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vant les puissances ascendantes des quantites h, k on devra : 

I® considererDa-, D,, . . . commc de veritables caraeteristiques; 2“ sub- 
stituer aux constantes arbitraires, comprises dans les integrales indi- 
qu 6 es par les exposants negatifs de la lettre D, des tbnctions pbrio- 
diques, mais arbitraires. 

Concevons encore que Ton pose 

(a3) uz=i(jr, y, z, ...). 


On tirera successivement de la formule {12) 

J, z, ...) = «+• = 

f (d? -i- A, + A-, . . . ) = /“> f (a- h, ,)•, 3, . . . ) = e***' f/ = e u, 

f (a? + A, r + A, 3 + /, . . .) = e®' f (x + A, y + A, 3, . . . 1 = e *”*^*®’ u = u. 


On aura done, quel que soil le nombre des variables independantes 
y, s , .... 

( 24 ) f(a: + Aj, 7 + Ay, 3 + A3, . . .) = u, 

et, par suite, 

( 25 ) f(a; + A:i;,y + Ay,3 + A3,...)-f(2:,y,3, 

Done, si Ton dbsigne par Au i'accroissement total que revolt la fonc- 
tion entiere u = {{x, y,s ,.. .) quand on y fait croitre simultanement 
X de Aa;,y de As, z de As, etc., on trouvera 

(26) A« = ^ 

On aura, de meme, 

A>k = {fu, 

i)*«, 


et gen^ralement, m d 6 signant un nombre entier quelconque, 

OEuvres de C* — S. II| t. VIII. 
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Idi 

I.(.‘s diversos^ forniules que nous venons de rappcder, et qui etaient 
(lejii fonnues, so trouvont rigoureusement etablies par les considera- 
tions doMt nous avons fait usage dans cet article, tant que la fonctionw 
resto entiere. Si le eontraire arrivait, les raemes formules subsiste- 
raient encore, mais dans certains cas seulement. Ainsi, parexemple, 
qiiand la tonction u cesse d’etre entiere, les equations (i6) et (17), 
qui coincident, la premiere avec la formule de Taylor, la seconde avec 
la formule d’EuIer, subsistent seulement sous certaines conditions 
dont Tune est la convergence des series comprises dans les seconds 
membres. 



SUR LES EQUATIONS 

QUI E\PRIMEM 

LES CO-\DlTIO.\S D’ECJUILIBRE 

ou 

LES LOIS DU MOUYEMEM I?fTERIEUR 

D’UN CORPS SOLIDE. ELASTIOUE OU NON ELASTIOIT,. 


§ I®’’. — Considerations genernles. 

Dans la recherche des equations qui expriment les conditions 
d’equilibre ou les lois du mouvement interieur des corps solides ou 
fluides, on peut considerer ces corps, ou comme des masses continues 
dont la densite varie d’un point a un autre par degres insensibles, ou 
comme des systemes de points materiels distincts, mais separes entre 
eux par de trts petites distances. C’est sous le premier point de vue 
que les fluides ont ete envisages dans I’un des articles precedents et 
dans les divers Traites de Jlecanique publics Jusqu’a ce jour. (I’est 
aussi sous le meme point de vue que nous considererons ici les corps 
solides. Cela pose, soient M la masse d'un corps solide en equilibre, 
m une particule ou portion infiniment petite prise auhasarddanscette 
masse, x, v, 5 les coordonnees de la particule m comptees sur trois 
axes rectangulaires, et p la densite du corps solide au point (x, v, 5 
Si Ton nomme /?', p", p” les pressions ou tensions exercees au point 
{x,y, z), et du cote des coordonnees positives, centre trois plans pa- 
rall^les aux plans des y, s, des s, x et des x, v, les projections alge- 
briques des forces p', p”, p” sur les axes coordonnes seront deux a 
deux egales entre elles \voir la page 47 du Volume II f')], et pourront 


OEiivres de Caiwhj^ S. H, T. VII, p. 67. 
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etre representees, en consequence, par les quantiles 

[ A, F, E, 

1.1, j F, B, D, 

( E, D, C. 

Soient irailleurs o la force acceleratrice qui sollicite la particule m, 
ct 

X, Y, Z 

les projections algebriques de cette force acceleratrice sur les axes des 
X, y, z. En prenant x, y, z pour variables independantes, on aura, 
comme on I’a prouve a la page i n du Volume II ( ‘ ), 


dk 

dV 

dS. 


dx 



-f- pX — o, 

<JF 


dD 


dx 


-J 

■ dz 

+ 

II 

p 


dD 

dC 

+ pZ =0. 

dx 

dy 



De plus, si, apres avoir fait passer par le point {x, y, s) un plan quel- 
conque, on porte, a partir de ce point et sur chacun des demi- 
axes perpendiculaires au plan, deux longueurs dquivalentes, la pre- 
miere a I’unite divisee par la pression ou tension exerc6e contre ce 
plan, la seconde a I’unite divisee par la racine carree de cette force 
projetee sur Tun des demi-axes que Ton considfere, ces deux longueurs 
[mrle Volume II, page 53 (')] seront les rayons vecteurs de deux 
ellipsoides dont les axes seront dirig^s suivant les memes droites. A 
ces axes correspondront les pressions ou tensions pnneipales dont cha- 
cune sera normale au plan qui la supportera, et parmi lesquelles on 
rencontrera toujours la pression ou la tension maacimum, ainsi que la 
pression ou tension minimum. Quant aux autres pressions ou tensions, 
elles seront distributes symetriquement autour des axes des deux ellip- 

(‘) OEuw&f de Cmchx, S. II, T. VII, p. i44. 

(*) Ibid., p. 74. 
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soides. Ajoutons que, dans certains cas, le second ellipsoide se trou- 
vera remplac6 par deux hyperboloides conjugues. Ces cas sont ceux 
dans lesquels le systeme des pressions ou tensions principales se com- 
pose d’une tension et de deux pressions, ou d’une pression et de deux 
tensions. Alors, si Ton substitue a la force qui agit contre chaque plan 
deuxcomposantes rectangulaires, dont Tune soit normale au plan, cette 
derniere composante sera une tension ou une pression suivant que le 
rayon vecteur perpendiculaire au plan appartiendra a I’un ou a I'autre 
des deux hyperboloides, etelle s’evanouiraquand le rayon vecteur sera 
dirig6 suivant une des generatrices de la surface conique du second 
degre qui touche les deux hyperboloides a I’infini. Concevons, pour 
fixer les idees, que Ton nomme p la pression ou tension cxercee au 
point z) contre un plan perpendiculaire a une droite qui, pro- 
longee d’un certain cote, forme avec les demi-axes des coordonnees 
positives les angles a, 7. Soient, en outre, c Tangle forme par cette 
droite avec la force p qui agit contre le plan du cote que Ton considere, 
et X, [t, V les angles compris entre la meme force et les demi-axes des 
coordonnees positives. On aura, comme on Ta vu dans le Volume II 
[pages 48 et 49(‘)]» 

(3) 

(4) 


I pcosX = Acosst-i-F cos?-r Ecosy, 

<1 p cosp = F cosa B cos{5 -!- D cosy, 

I p cosv = E cosa -r D cos ^ -r C cosy, 

cos 5 = cosa cos X-i- cosp cosfi T- cosy cos v. 


Par suite, la force p et sa composante perpendiculaire au plan seront 
determinees par les equations 


(3) 

( 6 ) 


/)*=: ( A cosa 4- F cos^ H- E cosy)* 

-i- (Fcosa-i-BcosP-i-Dcosy)*-i-(E cos a 4 - D cos ,3 4 - Ceos y)*. 

p cos$ = A cos*a 4 - B cos*j3 4 - C cos*y 

4- aD cosjScosy 4- aEcosy cosa4- aF cosacos^. 


(*) (SEuvres de Cauchjr, S. n, T. "VII, p. 68. 
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II est ais 6 d’en conclure que, si Ton designe par a? + x, j -+• y, s + z 
les eoordonn^es d’un point situ 6 sur le second des deux ellipsoides ci- 
dessus mentionnes, on aura 

(7) Ax*4-By®+Cz*4-2Dyx + 2Ezx4-2Fxy = ±i. 

Enfin les pressions ou tensions principales correspondront auxvaleurs 
de a, p, 7 d^terminees par la formule 

- COSX _ COSfit. _ COSV 

' ^ cos« ~ cos^ “ cosy’ 

ou, ce qui revient au meme, par la suivante 

A cos« + F cos (3 4- E cosy 
cos a 

Fcos« + Bcos |3 4-Dcosy 
cos |3 

Ecosa + DcosP + Ccosy . 
cosy ’ 

et, comme on tire de la formule ( 9 ), en faisant, pour abreger, ±^= 15 , 

I (A — Bi)cosa + FcosP 4 -Ecosy=o, 

(to) FcosaH-(B — 5 r)cosP + Dcosy = 0, 

( EcosaH-DcosP + (C — ro) cosy = o; 

puis, en eliminant cosa, cos^, cosy, . 

i) (A — ro) (B — m) (C — ®) — D*(A — w) — E’(B — ®) — F*(C — ro) 4 - 2DEF = 1 

il est clair que les pressions ou tensions principales seront pr 6 cise- 
ment les valeurs num^riques des trois racines de I’equation (i r). 

Pour tirer parti des equations (3), il est n 6 cessaire de connaitro les 
relations qui existent entre les pressions ou tensions A, B, C, D, E, F, 
et les condensations ou dilatations lineaires mesurees au point (a:,/, 5) 
dans la masse M. Cos condensations ou dilatations sont celles que pro- 
duisent les deplacements des diverses particules de la masse M, tandis 
que le corps solide passe de I’etat naturel, e’est-a-dire d'un etat d’^qui- 


(9) 


j3C0s3=±/> = 
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libro, dans Icqucl la force acc61eratricc 9 et les pressions supportees 
par la surface cxt6ricure du corps seraient nulles, a I’^lat d’6quilibrc 
dans loquel ces forces ccssenl dc s’evanouir. Cela pose, concevons que 
le point materiel corrcspondantaux coordonneosa?, y, s, dans Ic second 
etat du corps solide, soit pr^cisement celui qui, dans le premier 6tat, 
avail pour coordonn6cs les trois dilferences 

oo — l, y—ri, - — C; 

5, Y), ^ scront dos fonetions dc ic,y, s qui sorviront k mesurer les de- 
placcmcnts du point que Ton considere parallklement aux plans coor- 
donne8;'ct, si Ton d6signc par & une quantile positive ou negative qui 
ropresenle la dilatation ou la condensation lineaire du corps solide 
inesuree au point (a?, 5) sur une droite tracee de manifere a former 

avec les demi-axes des coordonn6es positives les angles a, p, y, on 
aura, comme on I’a prouve a la page Gi du Volume II (' )> 

I (~) =(cos«- icosa-|cos(3-§cosy)* 

(12) +(^cosp-^cosa-^cosP-^cosy) 

I + ^cosy- gcosa- |icosP- gcosy) . 

II en r6sulte que, si, k partir du point (a?, 7, a), on porte sur les 
droites cn question une longueur 6quivalente k iH- £, Texlrdmite de 
cette longueur sera situ6e sur la surface d’un ellipsoide dont la con- 
struction indiquera le,s rapports constants entre les dilatations ou con- 
densations Iin6aire8 mesur^es dans les diverscs directions autour du 
point (a;, 7, s). Les dilatations ou condensations correspondantes aux 
trois axes de I’cllipsoide sont cellos que nous avons nommkes princi- 
pales. Les autres se trouvent symetriquemcnt distribuees autour des 
m^mbs axes. Ajoutons que, si Ton d6signe par e', e", e" et u des quan- 
tites positives ou negatives, propres k representor : 1° les dilatations 


(^ ) QEuores de CauchjTt S. II, T. VII, p. 83. 
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oil condensations principales; 2 ° la dilatation on la condensation du 
volume au point (a?, s), on aura [»oir la page 65 du Volume II ( ' )] 

(i3) I + u = (! + £') (n-e'')(H-€"). 


Observons enfin que, si Ton designe par 
(i4) A=/(a!,7,s) 


la valeur de la density p dans I’etat nature! du corps, la density corres- 
pondante a I’dtat d’equilibre sera ^videmment determinee au point 
(a?, y, s) par la formule 


{i5) 


p- 


Dans.Ie cas particulier oii les deplaeements y), ont de trfes petites 
valeurs, en consid^rant ces deplaeements, ainsi que leurs derivees, 
comme des quantites infiniment petites du premier ordre, et n^gli- 
geant les infiniment petits du second ordre, on reduit la formule 
(12) k 

e = ^ COS*a + — cos*|3 + ^ cos*y 
da? oy oz ^ 

+ (s f) + (S S) (I + s) 

Alors, si Ton fait, pour abrkger. 



(17) 


x-$, 

da? 

aCD = -T — h 

az ojr 


dy’ 


®-Tz’ 


dy dx’ 


la valeur de e deviendra 

( 18 ) e = Jin cos-o£ + 1 IS) cos- j3 H- © cos*y - 4 - 2 cos|3 cosy + 2 C cosy cos a - 1 - 2 ^ cos a 

Dans le mSme cas, si Ton porte, k partir du point (x,y, z), et sur la 
droite qui forme avec les demi-axes des coordonn6es positives les 


(*) (Eueret de Caud^, S. II, T. VO, p. 88. 
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angles a, p, y, unc longueur dont le carre represcnte la valeur nume- 
i‘i(ju(‘ (lu rapport j » on trouvera, on designant par a? + x, y + y, 5 + z 
li's coordonniios dc roxtremite do cette longueur, 


(1(0 till y* + 2(0 yz + aCzx4- 2^xy =±u 


l)on(( exlroniilc sera situeo sur la surface d’un ellipsoide qui 
pourra so o.lianger on un systome de deux hyperboloides conjugues. 
li ost d’ailb'urs 6vidont quo los Irois axes de cet ellipsoide correspon- 
dront aux dilatidions ot oondensations principales. Quant aux for- 
mul(‘s (i.'l) o.t(i.')), olios donneront, dans I’hypothcse admise [wir la 
page ()()du Vohuno II (')], 


(a«>) 


Oo! (J.)' da 


ol 

( 21 ) 


. . y dA ()A 



Ajoutons quo los condonsaliona ou dilatations principales scront deter- 
mino(!s en grandeur ot (‘.n direction par la formule 

ri Ucosa-l-icoslS-t-Ccosy 
~ cos« 

^ cosa + '(iti coa(3 ■+• (0 cosy 
cos|3 

c. cosa -H (0 cosp -I- S cosy _ _ 
cosy 



do laquello on tircra 

(23) ( JU - «) (\R. - «) (S - e) - CB* {X-s)- _ s) _<?«(©- g) -h aefiC.^ = 

Si la density A, relaUve k I’itat naturel du corps, 6tait suppos6e con- 


(>) QSuvru Cauhy, S. U, T. VII, p. 89. 
QSwrt* C. — 8. U, t. VIII. 
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stante, c’est-a-dire independante de a?, 7, s, Tequation (21) donnerail 
simpleaiont 

(24) p = (i — u)A, 

A I’aide des formules que nous venons de rappeler, on peut deter- 
miner les condensations ou dilatations lineaires correspondantes au 
point donne (a?, 7, s) d’un corps solide, quand on connait les d^placc- 
ments v], C Done, si Ton parvient a exprimer les pressions ou ten- 
sions A, B, C, D, E, F k I’aide des condensations ou dilatations lineaires, 
on pourra les exprimer aussi en fonctions des deplacements r], C 
Mais, comme les relations qui existent entre les pressions et les con- 
densations, ou les tensions et dilatations, ne sont pas les mfimes pour 
les corps elastiques et pour les corps non 41 astiques, nous renverrons 
la recherche de ces relations aux paragraphes suivants. 

Si les diverses particules du corps solide que I’on considfere, au lieu 
d’offrir un etat d’equilibre, sont en mouvement, alors, en d^signant au 
bout du temps i par w la vitesse de la partieule m correspondante aux 
coordonn^es iv, 7, 5, par 4* la force accel6ratrice qui serait capable de 
produire le mouvement effectif de cette partieule, par u, f>, w les pro- 
jections alg6briques de la vitesse to, enfin par 3 f, 2> celles de la force 
acceleratrice <]^, on reconnaitra sans peine que Ton doit aux Equa- 
tions (2) subslituer les suivantes 


( 25 ) 


/ — 
[ dj? 

1 <JF 
j dx 

I ^ 

\ dx 


dF dE Y v\ — ^ 
^ + ^ + p(X-X)_o, 

(?B <JD 

■ 5 ;+ 3 j+P(V-!r)=<., 
J5;+5J+i.(Z-S) = 0! 


puis, en prenant pour variables independantes a;, 7, s, t, on Etablira, 
comme dans un prEcEdent article, entre les quantitEs ax, S', s; «, w; 

Y], les formules (10) de la page i6i et les formules (19) de la 
page i 64 - Si Ton suppose que les dEplacements et les vitesses 
K, p, w conservent constamment des valeurs trbs petites, les formules 
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dont il s’agit pourront Stre reduites k 


(26) e\; 

II 

II 

11 

(27) u 

II 

11 

II 

ot Ton on conclura 




00 

d^l 
~ dt*’ 

11 

^ = 5 ?' 


Nous rcmarquerons, on tcrminant cc paragraphc, que la formule (i6) 
de la page i63 subsiate dans le mouvemenl intkrieur d’un corps solide 
aussi bien que d’un corps fluide; mais qu’on doit la considerer commo 
unc combinaison des formules (i 3 ) et(i 5 ), ou (20) et (21). Ainsi, en 
parliculier, si, entre I’equation (21) et I’equation (iC) de la page i 63 , 
on elimine p, alors, on negligeant les infiniment petits du second 
ordre, on obtiendra la formule 


(* 9 ) 


dj du dv dw 

dt ~~ dju dz’ 


qui s’accorde, en vertu des Equations (27), avec la formule (20). 


§ n, — Sur Viquilihre et le moueement inUrieur d’un corps solide 

ilastique. 

Considerons un corps solide place sous le recipient d’une machine 
pneumatique aprfes qu’on y a fait le vide, et supposons que la tempera- 
ture de I’espace qui environne ce corps soit partout la mkme. Ce quo 
nous nommerons \ 6 tat naturel du corps solide, ce sera I’etat. d’^quilibrc 
auquel il pourra parvenir si les diverses parties de sa masse et les di- 
vers elements do sa surface ne sont soumis k aucune force ext6rieure 
autre que Taction du calorique. Concevons maintenant que le corps, 
^tant transportk dans un milieu quelconque, et sollicitk au mouvemenl 
par des forces exterieures, vienne k changer de forme, mais que la 
temperature de chaque molecule conserve sa valeur primitive. D’aprks 
les notions g6n6ralement admises sur T^lasticit^, le passage de T^tat 



20i SUR EES EQUATIONS QUl EXPRIMENT 

naturel a un nouvel etat produira, en chaque point, si ce corps osl 
elastique, des pressions ou tensions independanles des elats interme- 
diaires et du temps pendant lequel le changement de forme aura pu 
s’effectuer. Lorsque pour cha,que point d’un semblable corps I’elasti- 
cite reste la meme dans tous les sens, la pression ou tension exercec 
centre un plan passant par un point donnd (x, y, s) depend unique- 
ment des condensations ou dilatations lineaires autour de ce point, en 
sorte que, le systbme de ces condensations ou dilatations etant connu, 
on peut en deduire le systeme entier des pressions ou tensions exer- 
cees contre les divers plans qui renferment le point {x,y, s). Alors 
e’est 6videmment autour des m^mes axes rectangulaires que les deux 
systfemes de quantites dont il s’agit se trouvent symetriquement distri- 
bu4s. Par consequent, trois directions perpendiculaires entre elles, cl 
que Ton peut nommer directions principales, correspondent en meme 
temps aux trois pressions ou tensions principales et aux trois conden- 
sations ou dilatations principales. De plus, il semble naturel de sup- 
poser, du moins quand les deplacements des molecules sont trfes petits, 
que les pressions ou tensions principales sont en chaque point du 
corps 61astique respectivement proportionnelles aux condensations ou 
dilatations principales. Admettons d’abord cette hypoth'ese dont I’adop- 
tion facilite la recherche des formules qui expriment les lois de I’equi- 
libre ou du mouvement d’un corps solide, et designons par m', xs\ gj" 
les trois valeurs positives ou negatives de la variable 

{3o) ®=pcosd=±/7, 

qui seront propres k representer les condensations ou dilatations prin- 
cipales. Les trois rapports 


auront la mkme valeur numerique et seront tous les trois positifs, 
attendu que les deux termes de la fraction 



20 .) 


LES CONDITIONS D’tQUILIBRE ETC. 

soronl I’un et I’autrc positifs quand il y aura dilatation, et negatifs 
dans le cas contraire. Cela pose, si Ton nomme k une quantite positive 
e.galo aux rapports dont il s’agit, k sera la mesure do I’elaslicite du 
corps au point {x,y, s), et Ton aura 

(за) m — 

toutcs Ics fois que Ics angles a, y correspondront a une direction 
principale; d’oii il suit que la formule (9) pourra etre reduite a 

A cosoc + F cosp + E cosy 
cos« 

F cosa + B cos(3 4 - D cosy 
cosj3 

E cosa 4- D cosp 4 - C cosy _ , _ 
cosy 

Or, en divisant cette dcrnifere par la formule (22), on obtiendra la sui- 
vantc 

A cosa 4- F cos^ 4- E cosy 
A> cosa 4 - #cosp 4 - C cosy 
F cosa 4- B cos|3 4 - D cosy 
^ cosa 4 - a)t> cos|3 4 - (6 cosy 
Ecosa4-Dcosfi4-Cco5y _ ^ 

<t:cosa 4 - cOcos|3 4 - ©cosy ' 

de laquelle on tirera 

I (A — AX) cosa 4 - (F — kS ) cosP 4 - (E — AC ) cosy = 0 , 

(35) I (F — A,f )cosa4-(B — A\fi))cosP4-(D — ACD)cosy=:o, 

( (E — AC)cosa4-(D — AdD)cosP4- (C — AS) cosy = 0 ; 

ct, commc les Equations (35) devront subsister pour les trois systemes 
do valours de a, p, y correspondants aux trois directions principals, 
on on conclura 6videmment 

(зб) A = AX, B = A'ift., C = Ae, D = ACiE), E = AC, F = A,f. 

En effet, la premibre des equations (35), si elle n’btait pas identique, 
exprimerait que la direction dbterminbe par les angles a, p, y est per- 
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pendiculaire a une droite tracee de maniere a former avec les dcmi- 
axes des coordonnees positives des angles dont les cosinus soient pro- 
portionnels aux differences 

(3^) A — AA, F — A#, E — At; 


ou, en d’autres termes, que cette direction est parallfele k un certain 
plan. D’ailleurs les trois directions principales, etant perpendiculaires 
entre elles, ne sauraient devenir parallfeles un meme plan. Done la 
premibre des equations ( 35 ), qui subsiste pour chacune des directions 
principales, sera nbeessairement identique, et les differences (37) so 
reduiront a zero. On peut en dire autant des differences comprises 
dans la deuxifeme et la troisibme des equations ( 35 ); d’oii il rosulle 
que les formules ( 36 ) seront toutes verifiees. 

On parviendrait encore facilement aux formules ( 36 ) par une autre 
methode que nous allons indiquer. 

L’equation, (62) etant verifiee par hypothese toutes les fois que les 
angles a, y correspondent k une direction principal’e, il en resultc 
que, dans le cas oil les equations (7) et (19) representent deux ellip- 
soides, les axes principaux du premier ellipsoide sont proportionncis 
k ceux du second. Done ces deux ellipsoides sont semblables I’un k 
I’autre; et, puisqu’ils offrent, non seulement le memo centre, mais 
encore des axes principaux diriges suivant les memos droites, il est 
clair que les coefficients des carrbs des coordonnees x, y, z et do leurs 
doubles produits devront varier dans un rapport constant lorsqu’on 
passera de I’equation (7) k I’equation (19). Done, si Ton designe par A 
ce rapport, on trouvera 


(38) 


A_1R_C_D_:E_F_ 
~ iis. “ s ~ CO “ t ~ ^ 


Il est d’ailleurs facile de s’assurer : i* que, si chacune des equa- 
tions (7), (19) represente, non plus un ellipsoide, mais un systbme 
d’hyperboloides conjugues, les hyperboloides representes par la pre- 
mibre equation seront semblables aux deux autres, et que, en conse- 
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quencc, la formule (38) ne cessera pas d’etre exacte; 2 " que la quan- 
tile k sera toujours positive. Ajoutons que la formule (38) comprend 
evidemment les equations (36). 

Los equations (36) 6 tant une fois etablies, on tirera de ces equa- 
tions, combinees avec les formules ( 6 ), ( 18 ) et (3o), 

ou, ce qui revient au mfime, 

(39) j»cos 5 = As, 

quels quo soient, d’ailleurs, les angles «, y- On pent done enoncer 
la proposition suivante : 

Lorsque dans un corps dlastique on suppose les ddplacements des mold- 
cides trds petitS) et les pressions ou tensions principales proportionnelks 
aux condensations ou dilatations principales, la composante perpendicu- 
Uiire a tin plan de la pression ou tension exerede contre ce plan conserw 
toujours h mdme rapport avec la condensation ou dilatation qui a lieu 
dans le sens de cette composante. 

Le rapport dont il cst ici question ou la quantite positive k qui me- 
sure I’elaslicit^ du corps solide au point {cc,y, z) ddpend de la nature 
du corps en ce point. Si Ton suppose les dilQferentes parties du corps 
solide formees de la m 6 me matifere, la valeur de k ne variera pas lors- 
qu’on passera d’un point k un autre; mais, dans la supposition con- 
traire, k deviendra generalement une fonction des coordonn 6 es x,y, z. 
Observons en outre*^ue, dans la premikre hypothkse, si la loi de pro- 
portionnalit 6 des tensions aux dilatations s’^tendait k des dilatations 
quelconques, il suffirait, pour determiner la quantity k, de cbercher 
la tension capable de produire une dilatation reprksentde par I’unit^, 
e’est-k-dire capable de doubler Tune des dimensions du corps solide. 
On y^|»arviendrait on composant avec la matikre du corps un cylindre 
droit k base circulaire et d’une hauteur trks petite, puis en fixant la 
base sup^rieure de qe cylindre dans un plan horizontal, et suspendant 
k la base infkrieure un, autre cylindre de m^me diamfetre, mais form 6 
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avec une inatifere inextensible dont la density serait equivalente a la 
densite naturelle du corps. Alors, en supposant la hauteur A du second 
cylindre tellement choisie que celle du premier cylindre se trouvat 
doublee en raison de la dilatation produite par le poids du second, on 
pourrait prendre le poids dont il s’agit pour mesure de la pression 
totale exercee centre la base du premier cylindre, et, en divisant ce 
meme poids par la surface de la base, on obtiendrait la pression en 
chaque point, et, par consequent, la valeur de la constants k. D’ail- 
leurs, si Ton designs par A la densite naturelle du corps, par $ la sur- 
face de Tune des bases dans Tun des cylindres, et par g la force acce- 
l^ratrice de la pesanteur, le poids du second cylindre sera 

glist’, 

et, en divisant ce poids par s, on trouvera 

{4o) k = ghA. 

Concevons k present que Ton considfere la loi de proportionnalite des 
tensions aux dilatations comme uniquement applicable aux cas oil Ics 
dilatations sont trbs petites. Alors, pour determiner la constantc k k 
I’aide de I’experience indiquee, on devra disposer de la hauteur du 
second cylindre de maniere a produire seulement dans cclle du premier 
une dilatation representee par une trks petite fraction, par exemple, 

une dilatation de .... Mais alors aussi, pour 

obtenir la quantity A, on devra multiplier par looo, par loooo, par 
looooo, ... la hauteur du second cylindre. On pourrait, d’aillcurs, 
remplacer le second cylindre par un poids quelconque if, et, si co 
poids produisait dans la hauteur du premier cylindre une dilatation 
mesur6e par la fraction-^, on aurait, pour determiner la quantity A, 
r^quation suivante 

(40 k=ni. 

Enfin, au lieu de fixer la base sup^rieure du premier cylinare ei ae 
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suspcndro Ic poids ® sa base inferieure, on pourrait fixer cetto der- 
nifere ct charger du poids ® la base superieure. La pression qui en 
resulterait produirait, non plus une dilatation, mais une condensation 
qui serait encore mesur^e par la fraction 
Si la quantite k, au lieu de conserver la m^me valeur dans toute 
I’etendue d’un corps solide, variait d’un point a un autre, cette quan- 
tite deviendrait, comnao on I’a dit, fonction de a?, y, z, et pourrait 
mfimo renfermer le temps t, si le corps etait en mouvement. Alors la 
valeur de k devrait 6tre donnee en cliaque point dans I’^tat naturel du 
corpsj et detcrminee dans cet etat par une Equation de la forme 

(4^) k = {(x,y,z). 

De plus, comme, dans I’etat d’^quilibre ou de mouvement du corps, la 
molecule correspondanto aux coordonnees a?, y, z serait pr6cisement 
cello qui, dans I’^tat naturel, avait pour coordonnees Ics trois diffe- 
rences 

a; — y — ti, K — l, 

il osl clair qu’on aurait, dans I’etat d’^quilibre ou de mouvement, 

(43) ^ k = '({a) — l,y — t\,s — %). 

Or cotlc dernibre valeur de k, lorsqu’on y regard© vj, ^ comme infi- 
nimont petits du premier ordre, est sensiblement egale a cello quo 
fournit I’equation ( 42 ). 

Revenons maintenant aux equations (36). Si Ton y substitue les 
valours de x, ifc, e, ®, C, i donnbes par les formulas ( 17 ), on en tirera 



puis, en combinantces dernibres avec les equations (3), on Irouvera 
pour les projections algbbriques de la tension ou pression support©© 
au point (a?,y,s) par un plan perpendiculaire au demi-axe qui forme 

GBuvret ie C. — S. II, t. VIII. 3? 
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avec ceux des coordonnees positives les angles a, p, y, 


(45) 


p cosX = k 

pcdip — k 
p cosv = k 



dy dx) 
dri 

cosaH- -r- 

dy 


1 

COS a -H - 

2 


““?+;(!+§) “‘r]' 

'| + g)cosP + gco.,]. 


On devrait, a la rigucur, dans les equations (44) et (45), supposer la 
valeur de k determinee par la formule (43). Mais, si, en considerant 
5, Y], ‘4 comme infiniment petits du premier ordre, on neglige les infi- 
niment petits du second ordre, on pourra remplacer la valour en ques- 
tion par celle que presente la formule ( 42 ). 

Pour obtenir, dans rhypothbse que nous avons adoptee, les equa- 
tions d’equilibre d’un corps solide parfaitement 41astique, mais dont 
les molecules seraient trbs peu ecartees des positions qu’clles occu- 
paient dans I’etat naturel du corps, il suffira de combiner les Equa- 
tions (44) avec les formules ( 2 ), et la formule ( 20 ) avec la for- 
mule ( 21 ). On trouvera ainsi 



Les quatre formules prEcedentes sont les seules qui subsistent dans 
toute I’etendue du corps solide entre les quatre inconnues S, vj, p 
considErEes comme fonctions des variables indEpendantes x, y, z, t. 
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Mais, outro cos formules, il y en aura d’autres qui seront relatives aux 
surfaces par lesquelles le corps peut etre termini. Supposons, pour 
fixer Ics id6os, qu’il soittcrmine par deux surfaces, savoir : j® une sur- 
face rigido et invariable, assujettie de manifere a nepouvoir changer de 
forme, et repr6scnt6e par I’equation 

(48) t{a!,y,Js) = o; 

2 ® une surface libre soumise a une pression exterieure P, et repre- 
sontee dans I’^tat naturcl du corps par I’^quation 

(49) V{x,y,z)=o. 


Admcttons, d’ailleurs, que la pression exterieure P soit normale en 
chaquo point k la surface contre laquelle elle agit. On aura en memo 
temps, pour tous les points de la surface invariable, 


(5o) 


( 1=0, Yi = o, ? = o; 


et, pour tous les points de la surface libre. 


(5i) 


— — 11,3 — 1:) = o, 

jocosX=— Pcosa, ^cosfjt=— Pcosp, />eosv = — Pcosy, 


les valeurs de jocosX, /jcosfji, jocosv 6tant determin6es par les for- 
mules (45), et les angles a, p, y par la formula 

'cosa cosp 

(?F(ar-g,r- 7 i,g -0 ~ dh\x‘-!E,,y-D,3-K) 

dx dy 

cosy 

dV{x — l,y — i\,3 — K) ’ 
dz 



k laquelle on pourra, sans erreur sensible, substituer la suivante 

cosa _ cosp cosy 

d¥{x,y,z) ~ dV{x,y,z) ~ d ¥(,x,y,s) ' 


( 53 ) 
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Cela pose, les equations (5i) se r^duiront k 

F(a!-|,y-D, 5-0=0, 

dF(s,y,s) d‘n\dF(a;,y,s) d^\ dF(a!,y,3) _ P ()F(iv,y,s) 

dx ^ dy 2 \ds'^ dx) ds ~ k dx ' 

2 \dx^dyj dx dy dy '*' 2\^5 dy) ds k dy ’ 

i/^C ^i yF(g,7,5) ^ WF(a;,y,5) dC (?F(j;,,y,5) _ P (?F(.r,/,5) 

2 \dx'^ds) dx ^xdy"^ ds) dy ds ds k ds 


II n’est pas inutile de remarquer quo, dans les formules (46), la 
quantite designee par k conservera generalement une valour Ires con- 
siderable, et que, en consequence, on pourra, dans ces memes for- 
mules, remplacer, sans erreur sensible, la variable p par sa valeur 
approchke A. 

Dans lo cas particulier oil les quantites A et A deviennent con- 
stantes, alors, en ayant egard aux Equations (20) ct ( 24 ), on tire 
des formules (4o) et ( 46 ), divisecs par p, 


(55) 


dy* ds* dx gh 

dx* dy* ds* dy gh * 

d*td*td*tdi>^ 2 
d 3 ^ dy* ds* as „h ^ - °- 


ds 


gl^ 


Dans le mkme cas, si Ton ajoute les formules (55), apres avoir ditfe- 
reiitie la premikre par rapport a x, la deuxifemc par rapport a y, la 
troisibme par rapport k s, on trouvera 


(56) 


()»u (J«u ()*u I (dX^dY^dfl\_ 

dx* ds* gh dy'^ ds) 


On pourrait douter, au premier abord, que les formules (55) et (56), 
dans chacune desquelles les quatre premiers termes restent trks petits 
par hypothese, fussent applicables a des cas oil les forces accklkra- 
trices X, Y, Z ne seraient pas elles-mkmes trks petites. Mais, pour dis- 
siper ce doute, il suffit d’observer que la quantity A cst gknkralement 
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trfes considerable, et quo, on consequence, chacun des produits 


2 X 2 Y 2 z 
h g' h g’ hg 


differora tres pcu do zero, si Ic rapport 


l-v'©'*©'*©' 


n’a pas une Irbs grande valeur. 

Concevons maintenant ,quo Ics molecules du corps elastique no 
soient pas on equilibre, mais en mouvement. On deyra, dans les 
equations (46), (55) et (56), rcmplacer les quantites X, Y, Z par 
les differences 

x_x, Y-g”, Z-3S>, 


les valours do ^)C., & etant determinees par les formules (28). On 

trouvera ainsi : i® on supposant ^ ct A variables avee x, y, 3, 


( 57 ) 



+ pX = 



j V 


+ pZ=p 




2® en supposant ^ et A constantes. 


( 58 ) 


dx^ dy* dz* 

^ ^ dH 

dx* ds* 

dx* dy* dz* 


du ® Y — ^ ^ 

dx gh gh dt* ^ 

du ^ V — -L ^ 
dy"^ gh gh d^ ’ 

dz gh^ ~ gh df' 


Si Ton ajoute ces dernibres formules aprfes avoir diff6renti6 la premiere 
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par rapport as, la deuxifeme par rapport a la troisi'eme par rapport 
k s, on on conclura 

d*u d*o I fdJL dY dZ\_ i d»u 

das* dy* ds* gh \<)a! dy'^dsj gh di~ 

Dans le cas parliculier oil la force accel6ratrice 9 s’evanouit, et oil Ton 
a, cn consequence, X = o, Y = o, Z = 0, les formulcs ( 58 ) et (Sg) 
donnent simplement 

^ ^ _ _ 2 _ ^ 

'~dx* dy* ^3* das gh dt-’ 

d*-r\ d°iQ _ 2 d*ifi 

doB^ dy* ds* dy gh dt* ’ 

^ ^ ^ ^ ___L^ 

das* dy* d^* ds gh dt* ’ 

d*u d*v d*v 1 d*u 

^ ^ dp d? “ iA dF' 

On arriverait encore aux memes resultats si la force accei^ratrice 9 etait 
suppos^e constante et constamment parallfelc a une droite donnec. 

II est bon d’ observer que, dans ces diverses equations, les quan- 
tites V), ( et u representeront les deplacements d’une molecule m du 
corps eiastique, mesures parallfelement aux axes dcs x, y, s, et la dila- 
tation ou condensation du volume de cette molecule, tandis que le 
corps solide passera de I’etat naturel a I’etat de mouvemcnt qui sub- 
sistera au bout du temps t. II en resultc : i® que les valeurs initiales 
de fit 0 ne sont pas nulles ici comme dans les formules que nous 
avons employees pour determiner le mouvement des fluides; 2® que la 
quantite designee par u dans I’equation (61) est k trfes peu prbs cello 
que nous avons designee par a dans I’equation (81) de la page 177. 
D’ailleurs, si Ton adopte la theorie precedente, il suffira, comme nous 
le montrerons plus tard, de recourir, d’une part a I’equation (81) de la 
page 177, d’autre part k I’equation (6t), qui est de mkme forme que 
la premiere, pour determiner les lois de la propagation du son dans 
I’air et dans un corps eiastique. Done les lois dont il s’agit demeu- 


(60) 


(61) 



215 


LES CONDITIONS D’^QUILIBRE ETC. 

reront les mfemes dans I’air et dans les corps elastiques. Ainsi, par 
cxemple, la vitesse du son sera constante dans un corps elastique 
comme dans I’air. Seulement elle dependra de la quantity h, et, par 
consequent, de la mati^re dont le corps sera compose. 

La plupart des equations etablies dans ce paragraphe, et particulife- 
rement les formules (Sg), (44)> (55), (56), (58), (Sg), sont extraites 
du M^moire que j’ai presents a I’Acad^mie des Sciences le 3o sep- 
tembre 1822. Ces mSmes equations scraient remplacees par d’autres 
du m^me genre si Ton modifiait I’hypothbse pr^cMemment admise. 
Ainsi, par example, les formules (44)» (45), (46), acquerraient 
de nouvcaux termes et deviendraient plus generales si, pour un point 
donn6 d’un corps elastique, on supposait chaque tension ou pression 
principalo compos^e de deux parties, dont Tune serait proportionnelle 
a la dilatation ou condensation lineaire mesur^e dans le sens de cette 
force, I’autre 4tant uniquement dependante de la position du point. 
Admettons maintenant cette dernifere hypothfeso, et soient en conse- 
quence 

( 62 ) . cj'= A:g'-|-R, 5 y'=A:s'' + R, 


k, R d^signant des quantit^s qui ne pourront Stre que des constantes 
ou des functions de a? — — >), s — On devra remplacer la for- 

mula (33) par celle-ci 


(63) 


cos a 


E cos« 4 - D cosp + C cosy _ ^ 

cosy ~ ® ’ 


ou, ce qui revient au meme, par la suivante, 

[ k — (A — R)co8a-l-FcosP-f-Ecosy 
‘ ®"" cos« 

Fcosg-t-(B — R)cosP-hDcosy 
cos^ 

E cosg-t-D cos |3-<-(C — R) cosy 
cosy 


( 64 ) 
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Or, en combinant celle-ci avec la formule (22) et raisonnant comme a 
la page2o5, on obtiendra, au lieu dcs formules ( 36 ), les six Equations 

rA=/x + R, B = ^ill. + R, C = /te4-R, ' 

( 65 ) 

D = yKD, E = AC, I = ki. 


On trouvera, par suite, au lieu des formules (89), ( 44 ) et ( 45 ), 


( 66 ) 

(67) 


a=4 + b. 


/7COs 6 = As + R, 

B = A'^-f-R, 
dy 


C = A-f 4-R, 
ds 


( 68 ) 


; cosl = R CMl + 1 [§ cos« + J (I + £) cos? + i (S + §) cosr] 

p oos^= Rcos^+ A [i (g + 0) COSO + 0COS?+ + ^) cos,] 

poos. =Rcos. +i [i (g + 1) cosa+ i (1+ I) cos? + 1 cos,] 


On peut conclure. des Equations (68) que, dans la nouvelle.hypothese, 
la pression p, exerc6e au point (x,y,s) contre un plan quelconque, 
sera la resultante de deux autres forces, dont Tune representec par R 
restera perpendiculaire h ce plan, tandis que la seconde coincidcra on 
grandeur et en direction avec la pression que determinant les for- 
mules ( 45 ). Quant aux Equations qui exprimeront I’^quilibrc ou le 
mouvement du corps solide, on les d^duira immediatement des for- 
mules (46) et (S’]) en ajoutant aux premiers membres de ccs formules 
les tcrmes 


(69) 


^ ^ ^ 

dx’ dy' ds 


Concevons k present que la partie R commune aux trois pressions 
principales soit proportionnelle klaquantite u qui mesure la dilatation 
ou’la condensation du volume au point (a:,y, z). On aura 


(70) 


.R=Ku, 
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K d^signant un coefficient qui sera constant, si le corps est homogfene, 
et que Ton pourra considerer comme fonction des seules variables as, 
y, s dans le cas contraire. Cela pos6, les expressions (69) deviendront 

a(Ku) atKu) d(Kv) 

(7O "U"’ ~d/~’ ds 


Par consequent on trouvera, si le corps 6Iastique est en 6quilibre, 


(7®) 


dy 


+ pY =0, 


2 dx dy ds dy 

. * s) ^ ^ ^ + pz = 0, 

a 55 ^2 dy 


et, si le corps est en mouvement. 


(‘S) , 

A 



-Si 

^ a(K.«) 

00 ! 

2 

dy 

ds 


dx 


^ 1 ] 

dy) 


d-n 

A) 

d{Kv) 

dx 


+ -I5r- + a 

ds 


dy 


■4 


Li 

(*g) 

'd(Kv) 

dic 


■^2 dy 


ds 

ds 


+ pX-p-^> 


V 


pZ=P 3 ir' 


II est essentiel d’observer qu’aux formules (72) et (78) on devra tou- 
jours r6unir les equations (20) et (47)- Ajoutons que des formules (62), 
(66) et (70) combin6es entre elles on tirera 

(74) w'-ke' + Kv, o'=A-e''H-Ku, s^rrAe'+Ku, 

/-gv ji?cos8 = Ae - hKv. 


Quant aux equations qui se rapporteront a la surface exterieure du 
corps solide, elles seront semblables k celles que nous avons dkjk don- 
o&wTM * c. - s. n, t. vm. 
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nees (p. 21 1). Seulement on devra, dans Ics equations ( 5 f), supposci* 
les valeurs dejocosT^./JCOSfx.jocosv determinees, non plus par les for- 
mules (45), mais par les formules (68). 

Lorsque les quantit6s k, K, A deviennent constantes, les formules (72) 
et (73), divisees par p, se reduisent aux suivantes : 


(76) 


(77) 


\ 

1 2 A dy^ d-V 

! JL ^ ^ 

J 2 A Vdx* dy* J 

\ dy^ J 

i ±{^ 

i 2A\d.j!» dj* 

' 2A d/* d-®/ 

2A\(Ja!* dy* ‘ ds*J 


k -I- 2 K d'j « 

+ -^4-35;+’^=°- 

Xr H- 2 K d*j f~ 

^ T— :5- +Z =0; 

2A 0- 

^X: + 2Kdy Y 

-U -U Y— 

2 A dy dt^ ^ 

2 A dz^^ dl^ 


Or, si Ton combine par voie d’ addition les trois formules (76) ou (77), 
aprfes les avoir respectivement differenti6es par rapport a x, y, s, et cn 
ayant^gard al’equation (20), on trouvera 


(78) 

A-t-K, 

fd^v 

d^v 

, (jx 

dy 

4 1 


'^dy^'^d^J 

' + 3 S 


et 

(79) 

i + K, 

fd'v 

d^v d^vy 

, dX 

dY 

■ -4-1 

\dx- 

dy* ds^ J 


+ — 
dy 



^ 1 -^. 
dz “ dfi 


Dans la nouvellehypothfese que nous avons adoptee, on determinora 
sans peine la valeur du rapport — ^ compris dans les formules (78) 

et (79). Pour y parvenir, il suffira de recourir k uno experience du 
genre de celles que nous avons d6jk indiqu4es (p. 207 et 208). Con- 
cevons en effet qu’apres avoir compost avec la mati^re du corps un 
cylindre droit k base circulaire et d’une trks petite hauteur, on ren- 
ferme ce cylindre dans une boite de mfime diamktre, mais formic 
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d’une matifere inextensible, ct quo Ton place sur la base superieure du 
cylindre un poids ^ capable de produire une diminution de hauteur el 

par consequent une condensation mesur^e par - • Si Ton nomme s la 

surface de Tune des bases, - representera la pression principale que 

la base sup 6 rieure supportera en chaque point, et, en posant, dans la 
premiere des formules (74 )> 


on trouvera 

On aura done 
(80) 



1 

s n 


s 


Si maintenant Ton pose 
(81) 


4' ,A 

n-z=ghl, 


A d^signant la density naturelle du corps, et g la force acc6l6ratrice do 

la pesantour, ~ sera la hauteur qu'il faudrait attribuer ii un cylindre 

inextensible do meme diambtre que le premier, ct d’une density 6gale 
k A, pour produire dans le premier cylindre la condensation mesur^e 

par D’ailleurs on tirera des equations (80) et (81) 

{82) — g— 


puis, en substituant dans les formules (78) et (79) la valeur prec 4 - 
dente du rapport on se trouvera de nouveau ramen6 aux for- 
mules ( 56 ) ct (59). II est permis d’en conclure que la propagation du 
son k travers les corps solides suivra pr6cis6ment les memes lois dans 
les deux hypotheses que nous avons successivement adoptees, pourvu 
qu’on determine toujours la hauteur h k I’aide do' I’experience que 
nous venons de d6crire. 
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Supposons a present qu’au lieu de renfermer dans une boite inex- 
tensible le cylindre dont nous avons parle, on se contente de le placer 
sur un plan horizontal. II sera facile d’assigner la dilatation qu’eprou- 
vera le diamfetre, lorsqu’on chargera la base sup6rieure d'un poids 
capable de produire dans la hauteur de ce cylindre une condensation 
mesuree par^- En effet, dans la supposition dont il s’agit, la tension 
principale que supportera en chaque point la surface laterale du 
cylindre sera evidemment nulle, et Ton pourra en dire autant des ten- 
sions qui seront exercees en un point quelconque du cylindre, contre 
des plans parallMes a I’axe. Done, des trois quantit6s ®', o"', il y 

on aura toujours deux, par exemple, cr", qui s’evanouiront, et Ton 
trouvera par suite 

(83) Afi''H-Ku=:^£®-l-Ku=:0. 

Comme on aura d’ autre part 

(84) 

on tirera de la formule (83) 

(85) 6": 
et 

(86) u 

11 resulte des Equations (85) et (86) qu’a une condensation de la hau- 
teur du cylindre mesur4e par ^ correspond une dilatation du diambtre 
rnesur6e par la fraction 

K i ^ * 

A-f- aK « • a/i’ 

et une condensation du volume mesuree par la fraction 

k i< i. 


K I 
A -t- aK n 


k £ 
A-haK n" 
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Lorsque dans les formules (76) et (77) on suppose k = 2K, elles 
coincident avec celles que M. Navier a donn6es pour determiner I’equi- 
libre ou le mouvement des corps elastiques dans un Memoire pr^sente 
k I’Academie des Sciences le i 4 naai 1821, et que M. Poisson a repro- 
duites en les etablissant d’une autre manibre dans un Memoire qui 
n’est pas encore publie. Alors les equations ( 85 ) et (86) donnent sim- 
plement 


Au reste, je reviendrai sur les formules (76) et (77) dans un second 
Article, qui sera consacre k la recherche des equations d’equilibre ou 
de mouvement des corps solides consideres comme des systkmes de 
points ihateriels distincts les uns des autres, mais separes par des dis- 
tances trbs petites, et qui contiendra les formules generales que j’ai 
donnees k ce sujet dans uh Memoire presente k I’Academie des Sciences 
le i"'octobre 1827. 

Je remarquerai, en terminantce paragraphe, que les equations (72), 
(78), (76), (77), (78) et (79) ne devraient subir aucune modification 
si Ton attribuait aux pressions designees par A, B, C, D, E, F, non plus 
les valeurs que d6terminentles formules (67) et (70), mais ces mbmes 
valeurs augmentees de constantes arbitraires. 


§ IIL — Suj' le mouvement intirieur d*un corps solide non ilastique. 

Dans un corps solide non eiastique, les pressions ou tensions ne de- 
pendent pas seulement du changement de forme que le corps bprouve 
en passant de I’etat naturel k un nouvel etat, mais aussi des etats inter- 
mediaires et du temps pendant lequel le changement de forme s’ef- 
fectue. Dans un semblable corps Teiasticite disparait entibrement, 
lorsque les pressions ou tensions deviennent indbpendantes de I’etat 
naturel du corps, et peuvent etre deduites, k la fin d’un temps quel- 
conque designb par « ou « -+- A«, du changement de forme que le corps 
vient de subir dans un instant trbs court A/. Alors le systfeme des pres- 
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sions ou tensions exercees k la fin du temps t contre les divers plans 
qui renferment un point donne^a?,/, s) depend uniquement des con- 
densations ou dilatations lin^aires qui ont lieu autour de ce m6me 
point, pendant I’instant At, c’est-a-dire, des condensations ou dilata- 
tions instantanees que determinant les formules (17) et (18), quand 
on substitue aux deplaeements absolus yj, d’une molecule les depla- 
cements infiniment petits et instantan^s 

(S®) ^At = KAt, ^At = eAt, 

at at at 

que cette molecule eprouve parallfelement aux axes des x, y el s. Par 
suite, les condensations ou dilatations iiistantanees et principales 
doivent etre dirigees suivant les memes droites que les pressions ou 
tensions principales, et ces deux systemes de quantites doivent etre 
lies entre eux d’une certaine manifere. Parmi les hypotheses quo Ton 
peut faire a ce sujet, I’une des plus naturellcs consiste '& supposer quo 
les trois pressions ou tensions principales sont en chaque point pro- 
portionnelles aux trois condensations ou dilatations instantanees et 
principales. Si Ton admet cette hypothfese, les pressions ou tensions 
exercees contre trois plans perpendiculaires aux axes des x, y, s, et les 
projections algebriques de ces pressions ou tensions sur les axes, 
e’est-k-dire les quantites (2), seront determinees, dans un corps solide 
entierement depourvu d’eiasticite, non plus par les formules (44)> 
mais par les formules semblables 



que Ton deduit des six premieres, en substituant aux deplaeements 
Yj, les quantites (88), et au produit kAt une nouvelle fonction k des 
differences x — ^,y — ri, a — II est essentiel d’observer que cette 
fonction k se reduira simplement k une constante, si les diverses par- 
ties du corps solide sont formees de la memo matifere. Si maintenant 
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on combine les equations (89) avec les formulas (aS), on trouvera 


(90) < 





+ pX paV-, 


-f- pY — pjy, 


“h pZ — p5&, 


les valeurs de .x, g", % et de u, v, w 6tant liees a cellcs de v), par les 
formulas (10) de la page 161 et les formules (19) de la page 164. 
Quant aux quantit^s u et p qui representent : 1° la dilatation du volume 
d’uno molecule, tandis que le corps passe de r6tat nature! a r6tat de 
mouvemcnt qui subsiste- au bout du temps 2® la densite du corps a 
cette epoque, elles seront toujours d6termin6es par les Equations (r 3 ) 
et (t 5 ). 

Dans le cas particulier oil Ton suppose les deplacements yj, ^ trfes 
petits pendant toute la dur^e du mouvement, et ob les quantit^s k, 
A deviennent constantes, les Equations (i 3 ) et (i 5 ) doivent ^tre rem- 
plac6es par les Equations (20) et (24). et les formules (64) peuvent 
etre r6duites aux suivantes ; 


(91) 


d*u 




O^u 

d^u 

^[di] 

! + — X- 

aA du 

5/* ^ dz^ ^ 

dco 

+ k 

"F dt ’ 




- 4 - — Y ~ 

aA do 

dy* dz* 

dy 


T Tt’ 

d*w d*(» 



2 A dfv 

h 

1** 

h 

d3 

T It' 


Si Ton ajoute celles-ci, aprfes avoir difF6renti6 la premibre par rapport 
k X, la seconde par rapport k y, la troisibme par rapport h. s, on en 



m 
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EXPRIMENT 

tirera. 

en ayant 1 

sgard a 

I’equation (29), 


(92) 

Kl) ^ 

^[di) 

A/dX 

dY^dZ\_ A 

da;* 

^7’ 

dz* k \dx 

dy dz ) k dt 

Enfin, si la force acceleratrice s’6vanouit 

avec ses projections alge 

briques X, Y, Z, 

les formules (91) et (92) deviendront 



! 

d^u 

d^u d^u ^\dt) 

^ iAdu 




dz* dx 

'~~T di’ 

( 93 ) 

1 


d*p \dtj 

^ _2A dv 



dy^ dy 

/ \ 

' ~ k dt’ 



d*w 

Hi — 

^ iA dw 



i dx* 

dy^ dz^ dz 

-Tit’ 


et 



II importe d’observer : i” que la quantity ^ comprise dans Tequa- 

tion (94) est proportionnelle k la dilatation du volume pendant un 
instant trbs petit At', 2° que I’^quation (94) est semblable a la for- 
mule (88) de la page 179, c’est-k-dire a celle qui determine Ic mouvn- 
ment de la chaleur dans un corps homogbne ou dans I’cspacc ; d’ou 
r 4 sulte une analogic remarquablc entre la propagation du calorique 
et la propagation des vibrations d’un corps entiferement d^pourvu 
d* 6 Iasticit 4 . 

Les formules (89), (91), (92), (gS), (94) sont extraites du Memoiro 
que j’ai pr6sente k I’Acad^mie des Sciences, le 3 o septembre 1822. Ccs 
formules devraient ktre remplac6es par d’autres du mfime genre, si Ton 
modifiait Thypothfese prec6demment admise. Ainsi, par exemple, si, 
pour un point donne d’un corps non elastique, on supposait chaque 
pression ou tension principals compos6e de deux parties, dont I'unc 
serait proportionnelle k la condensation ou dilatation instantan6e, me- 
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sur^c dans le sens de cette force, tandis que I’autre, d6sign6e par R, 
dependrait uniquement de la position du point, on devrait aux for- 
mules (89) substituer les suivantes : 



Goncevons k present que la partieR commune auxtrois pressions prin^ 
cipalcs devienne proportionnelle k la quantite 


(96) 



qui mesure la dilatation ou la condensation instantanee du volume au 
point (i», j, 5 ). On aura 

(97) R=K^. 


K d^signant un coefQcicnt qui sera constant si le corps est bomogene, 
et fonction des differences ai — l,y — y],s — 'C dans le cas contraire. 
Celapose, on tirera des formules (aS) combinees avec les equations 
(95)ct(97), 


(98) 



-hpX = peX, 


+ pY — pS', 


■f p Z = pSb. 


Enfin, si Ton suppose que les deplacements 5 , y], I restent trbs petits 
pendant touts la duree du mouvement, et que les quantites k, K, A 
deviennent constantes, les formules (98) pourront etre reduites k 
(Mums is c. ~ 5. n, t VIII. . 39 
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celles qui suivent 


k , 

<)^U\ 

, k + aK 

2A' 



k 1 



aA* 

dj^ dz^ ) 

,4 

k , 

fd^iv d^w d^<^) 


2A< 

dj^ dz^J 

I-*- ,4 


kKS) 


dx 


X: 


()u 

dt’ 


II) 

ds 


dw 

It’ 


et I'on en conclura 


(100) 


A L ^ 3 ’ J 




<)Y 

dy 


ds 


',.A 


dt 1 


dt 


Les formules (98), (99) et (loo) sufesisteraient encore sans aucune 
modification, si Ton attribuait aux pressions ou tensions designees par 
A, B, C, D, E, F, non plus les valeurs que determinent les equations 
(95) et (97), mais ces m 4 mes valeurs augmentdes de constantes arbi- 
traires. 
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systEme de points matEriels 

sollicit£s 

PAR DBS FORCES D’ATTRACTION OU DE REPULSION MDTCELLE. 


Considerons un tr^s grand nombre de mol6ctiles ou points materiels 
distribu^s arbitrairement dans une portion de I’espace, et sollicites an 
mouvcment -par des forces d’atlraction ou de repulsion mutuelle. 
Soient 

m la masse d’une do ccs molecules, 
m, m', m", ... les masses des autres; 

et supposons qu’a une certaine 6poque 

a, b, c d6signent les coordonn^es de la molecule m, rapportees k trois 
axes rectangulaires des x, yets; 
a -h ^a, b + ikb, c -h Ac les coordonnees d’une autre molecule m; 
r la distance des molecules nt et w; 

a, p, Y les angles formas par le rayon vecteur r avec les demi-axes des 
coordonnees positives. * 

Admettons d’ailleurs que I’attraction ou la repulsion mutuelle des 
deux masses m et m, 6tant proportionnelle a ces masses et a une func- 
tion de la distance r, soit repr6sentee‘par 

^i) mmf(r). 

La r6sultante des attractions ou repplsions exercees sur la molecule m 
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par les molecules m, m\ ... aura pour projections alg^briques sur les 

axes coordonnes 

(2) OT§[±TOCOS«f(r)], iii§[±mcos(3f(r)], m§[±/n cosy 

la lettre § indiquant une somme de termes semblables, mais relatifs 
aux diverses molecules m, m', ..., ct le signe ± devant 6tre reduit au 
signe -4- ou au signe — suivant que la masse m sera attir6e ou repous- 
s6e par la molecule m. Ajoutons que les quantites Aa, Ai, Ac pourront 
etre exprimees en fonction de r.et des angles a, p, y par les formulos 

(3) Aa = rcos«, A6 = rcos|3, Ac = /‘COsy. 

Supposons maintenant que I’etat du systbme de points materials soit 
chang6, et que les molecules in, m, m ', ... se deplacent dans I’espacc, 
mais de manifere que la distance de deux molecules m et /« varie dans 
un rapport peu different de I’unite. Soient • 

des fonctions de a, b, c, qui representent les d^placements tres petits 
et parallfeles aux axes d’une molecule quelconque in; 

X, y, s; x->rtiX, 7 + A/, s-t-As 

les coordonn^es des molecules m, m dans le nouvel etat du systbme; 

r(i4'e) 

la distance des molecules m, m dans ce nopvel etat; e cxprimera la 
dilatation tris petite de la longueur r dans le passage du premier 6tat 
ail second; et Ton aura ^yidemmont 

(4) x=:a4l, 7=64-n, zz=:c-^-^; 

Aaj=: Aa 4- A$ + /■ cosa 4- A^, 

A7 = A6 4- Ay) 4- r cosp 4 - Avi, 


( 5 ) 
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r*(i + 6)*=r Aaf*-t- A^*+ As* 

I . =r*+ 2 r(cos«AS + cos|3AY)4-cosyAC) +A|*+ Arj*+AC*, 
(7) i-\r6 = y 1 + ^(cos«A5-i-cospAYH-cosyAS) + ^ (A|*+ Ay)*+ A?*). 

De.plus, le rayon vecteur mene de la molecule m k la molecule m for- 
mera, avec les demi-axes des coordonnees positives, des angles dont 
les cosinus seront representes, non plus par 


( 8 ) 

Aa a Lb 

COSa=i — 3 C0sp=: — i 

r ^ r 

Ac 

cosy = — > 

mais par 



(9) 

Lx Ly 

As 

■ r(i-l-£)^ r(i4-£)’ 

/•(i + e) 


Bn consequence, les projections algebriques de la resultante des 
attractions ou repulsions exercecs par les molecules tk, to', . . . sur la 
molecule in deviendront respectivement egales aux trois produits 




Done, si I’on pose 


(II) 



r{i + e) 


7 


f[r(i + 8)] 
r(i4-s) 



r(i4-e) 
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les trois produits 

in3f:, m'Q, m3, 

et les trois quantites 

X, tj, 3 

representeront les projections alg^briques : i* de la r^sultante dont il 
s’agit; 2 ® do cette resultante divis4e par m, ou, cequi revient au meme, 
de la force acceleratrice qui sollicitera la molecule m, ct qui sera du(' 

aux actions des molecules m,m' 

Dans Thypothese que nous avons admise, c’est-a-dire lorsque les 
deplacements I, sont trfes petits, alors, cn considerant ces depla- 
cements comme infiniment petits du premier ordre, et n 6 gligeant les 
infiniment petits du second ordre, on tire de I’equation ( 7 ) 

( 12 ) e= ^(cosaAI-f-cosp Ay) - 4- cosy A?). 


Dans la mfeme hypothfese, on aura encore, a trfes peu prfes, 

r(i + s) /■ ^ 


puis on conclura des formules (ii), combinees avec les Equations (;>) 
et (i3). 


(<4) 



['(/•) 


8-t- 


J(F) ® + 


— ■ 1 cosa f(r) I, 

/‘cosaj ' j’ 


Lorsque le premier 6 tat du systbme des points mat 6 riels cst un etat 
d’fequilibre, il suffit de remplacer $, yj, e par zero dans les for- 
mules (i 4 ), pour faire 6 vanouir 3£, % 3. On a done alors 

(i5) S[±»*cosaf(/-)] = o, S[±mcospf(r)] = o, S[±»»cosy r(r)] = o, 
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et, par suite, les formules (i4) se r6duisent ii 



II 

j±m 

[rf'(r)-f(,-)]ecosa + t^^A5j| 

(■6) 1 

’=SI 

1+ 

3 

[;• f'(r) - f(r) ] 6 cos |3 + Am j | 


II 

\±m 

[;'f'(r) — f(r)]scosy + f^^AC j 


ou, ce qui reTient au m6me, k 

Jf = ^ I ± m cos* a j (cos a cos |3 AnH- cos a cos y AC ) j 

? = ^|±nij^^^ + cos* P j Am + ' (cos P cos / AC + cos p cos a A? ) j 

3 = ^ I ± m + '!!(' ^ ~ I'f cos*y^AC + (cosy cosct A^ + cosy cosp Am)j 

Concevons k present que Taction de m sur m et la fonction f(r) ne 
conservent de valeurs sensibles que pour de trks petites valeurs de la 
distance r. Alors on pourra, sans inconvenient, dans les formules (12), 

(i4) et (17), substituer aux quantit^s A5, Av], Ai^ les valeurs appro- 
chees qu’on obtient lorsque, apres avoir d 6 velopp 4 chacune de ces 
quantites suivant les puissances ascendantes des differences finies 

Aanrcosa, A6 = reosP, Ac=rcosy, 

on r^duit chaque developpement k un petit nombre de termes. Or on 
tirera de la formule de Taylor 6tendue k plusieurs variables 
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Ad = ^ Aa4- ^ Ai + ^Ac 
da db dc 


+ 


I 






db^ 


dc* 


dbdc 


dc da 


‘ da db 


+...... 

ou, ce qui revient au meme, 

At = ^(|«>8«+|c08P + |c0SY) ■ 

ri fd^i ' n 

+ ,* V-*-*- 

4n=r(|c08«+|(!08|+|c0ST) 

+S®<>**Tf+’*£“sP“ST+s||co8Ym«+2^^(^ 

+,.. 

A?=r(|(»6.+ |co8Hfco8Y) 

■ ^ /d*t (>*? d*Z A 

i....,...i........ 

iefe feii (ktia les se(M)nds membres dea to 
^ :to de rsupdrieures au carr6, il est 

’ ! cto tj^e leiifiiaurs de X -Ijl, 3 determi^^^^ 
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(les fonctions lineaires des quantites 

ho) ^ ^ ^ dj d; dj. 

da db’ dc’ da db’ dc‘ da' db' dc’ 

H ^ ^ d«^ 

d«** db‘’ dc*’ dbdc' dcda’ dadb’ 

(fo) ' ^ ^ d^TQ d^iri d*fl 

da*’ db*’ dc*’ dbdc’ dcda’ dadb’ 

ti ^ ^ J!L J!L J!L 

I da*’ db*’ dc*’ dbdc’ dcda’ dadb' 


Cpla pose, si Ton fait, pour plus de commodite, * 


(ai) 


t d? . dt 

,],= ^cos« + |co3p + ^cosy, 


;, = |cos«+| 


dc 

d? 

cosy; 


S,= geo8*a + g(!08»p4-gco8«T+Jj^coBpcosY+a^cosYCOs* + a;|ieo8*cosP, 


T), = 0 C 08 ‘ « + ^ cos? p + g C08*T + » lj/08 P “ST + » COSY C08« + a cos a cos P, 

dK dK « n dn dK 

?, = jji«os«« + gjJ eos’p + ^m*^ + »g 5 dj«<»P “by + a^^eosY cos* + a ^ oos«co3p, 


on trouvera simplement 

(a3) A| = r^Ji+^?4j, ^■n = r^l+'-^n^, A? = f^C, + ifsj, 

( a4 ) 5 = ?, cos a + Y), cos|3 + ?, cosy + ^ (^, COB a + Uj eos^ + ?s cos y ) ; 


et, par suite, les Equations (i4) donneront 

(a5) S = Jto+I,+I„ » = »,+?,+?)„ 3 = 3,+3t+3„ 

‘aSa(-re**C.-S.II,t. VIII. 3o 
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pourvu que Ton pose 

( 46 ) Jo = ^[±mcos*f(j')]) ^ 0 = 3o=^[±'»»®os'Kt('’)l- 

!’(,.)]+ ^ j±)M(5iOOSa + 11iCOSP + i;iCOS1f)e08«[)*r(?') — f('’)]!i 

{47') t3, = ^[±M»iif(r)] + §|±'»( 5 i 00 sa+ 4 iiC 08 p + i:iC0SY)C08p[rr0')-f('‘)]|) 

3, = ^ [± Hi Si I’fH)] + ^ j± 'h(5i 0084+411 cosp + Si cosy) COS y[h ["()*) — l{'’)]j ! 

I Ij = ^ l^± \i f ('•)j + § I — Y ^ i ’ 

( 28 ) . 1 ), = § [± 14 f(r)] + § j ± (i, C084 + 1 , oosp + Si COST) eo 8 P[r r(r) - 1 \>)] j, 

^ j^+ Sj (’(h) j + ^ I ± ^ ( b cos« + ii cos p + Si COST ) costL'’ (’'(<’) “ f('‘)] | • 

Faisons de plus, pour abregcr, 


:[rf(r) -«»•)] =/('■). 


On tirera des formules ( 27 ) 


T . M +3 ^ 


. 1 g[m/(r) cos’a] + I §[« /(O cos*« cosP] + 'I §[<«/('’) cosSacoSTi 


(3o) nil = - 3 ^ 0 5 " 




■ I §[»/('•) co8 > 4 cos p ] + I § [m /(r) C0S4 co8‘ p] + I § [m fCr) cosa C08 p cos-f] 

. ^ g[m /(r) C084 cos* PI + ^ §[m f{r) cos» P] + 1 §( m f(r) 008*P cost 1 
. |§[m/(r)co84 coBp cost] + 1 §[«/(>•) cos'p cost] + 1 §[«/(>■) cosp cos*-/ ], 


« 'J? ^ a ^ 
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Cl des formules (28) 

2 S [- T + 2 S b T 2 S T 

^ 2S + 2 S + 2S 

■*■ wS'-""’-^*^'’^®®®**®®®^®®®''^^'*' ^ S t'»^/('')®®8**6osTi+ j2iS^“"’-^'^''^®®®’*®®®^^ 

^ 2 8 [7/('')«®®’*“sp] + 28 [t cos«cos»p] + 2 S [y/I'-) eosacosp cos*'/ 
■^^c8^'"'’'^^'’^®®®“®®®*^®®®^^'*'^8^'®'’^^''^®®®’®®®®^®®®'^'^^8^'"'’’^^'’^®®®*®®®®*^^ 

■^28 [t-^^'’^®®®’*®®®'''] "^28 + 2S[Y/('’)e<'8*c»8’Y] 

+j2c8^“'’'^''''^®®®*®®®^®®®*^^''‘^S^'®’‘^^'‘^®®®“*®®®*^^‘*'^8'^''"’-^^'’^®®®’®®®®^®"®‘^^’ 

?i= •• 

3,= •■ 


Les formules ( 3 o) ct ( 3 r), 6tant r^unies aux Equations ( 25 ) et (26), 
fournisscnt le moyen d’exprimer les forces acc6l6ratrices 31 , 3 , 

dues aux actions des molecules m, m', ... sur la molkule in, en func- 
tions des quantites (19) et (20). 

Comme, pour obtenir les sommes qui servent do coefBcients aux 
expressions (20) dans les seconds membres des formules ( 3 i), il suffit 
de multiplier successivement les quantites renfermees sous le signe § 
dans les seconds membres des formules (26) et ( 3 o) par les trois fac- 
teurs 

rcosa, rcosP, /'cosy, 

ou par les moitiAs de ces facteuis, et que chaeun de ceux-ci difffere 
trbs peu de z6ro quand on attribue au rayon vecteur r une valeur trbs 
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petite, il sembic, au premier abord, qu’on pourrait, dans les ^ua- 
tions (25), negliger ^2, 3 ^ vis-a-vis des quantit6s 3 o, 

3 ,. Mais on doit observer que chacune des sommes comprises dans 
les formules (3i) se compose de termes qui sont tons affect^s du 
memo signe, tandis que chacune des sommes comprises dans les for- 
mules (26) et (3o) se compose de termes qui sont affectes dc signes 
contraircs quand ils correspondent a des molecules situees de part et 
d’autre du point (a,b,c) sur une droite quelconque menee par ce 
meme point. II en r^sulte que les dernibres sommes peuvent s’eva- 
nouir dans beaucoup de cas, mais qu’il n’en est pas dc mbme des 
autres. Done il peut arriver que, dans les seconds membres des Equa- 
tions ( 25 ), les termes ID2, 3 , soient, non seulement ceux qui 
offreht les plus grandes valeurs numeriques, mais encore les seuls qui 
different de zero. 

Les vale,urs de X, tj), 3 etant determinees par les formules (20), 
CnG), ( 3 o) et ( 3 i) en function des quantites (19) et (20), on etablira 
sans peine les equations qui expriment I’Equilibre ou le mouvement 
du systeme des masses m, m, m', ... soumises, non seulement a leurs 
attractions ou repulsions mutuelles, mais, on outre, a de nouvelles 
foi’ces acceleratrices. En effet, supposons que, au bout du temps t, 
I’etat d’equilibre ou de mouvement du systeme coincide avec I’etat 
dans lequel les coordonnees de la molecule m se trouvent representEcs 
par x,y, s; et soient a cette Epoque 

X, Y, Z 

les projections algebriques de la nouvelle force accElEratrice cp appli- 
quEe a la molEcule nr sur les axes coordonnEs. On aura Evidemment, si 
le systeme est en Equilibre, 

( 82 ) = ^-l-Y = o, 3-i-Z = o. 

Au contraire,. si le systEme se meut, en dEsignant par la force accE- 
lEratrice qui serait capable de produire h elle scale le mouvement 
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cffectif de la molecule nt, etpar .x, .7, % les projections algebriques de 
cette force sur les axes coordonn^s, on devra, dans les equations (Sa), 
romplacer les quantites X, Y, Z par les differences X — Y — 7, 
Z — 3s. Comme on trouvera, d’ailleurs, en prenant a, b, c, t pour 
variables independantes, et ayant 4 gard aux formules (4), 


(33) 


. _ d'x _ ^ _ d'^r\ 

dt^' 


“ dt^ ~ dt^ ’ 


il est clair que le mouvement d’une molecule quelconquo m sera deter- 
mine par les equations 


(34) 


X + X=: 


dt*’ 


13 + Y = 






Les valeurs de 3 £, 3 , determin^es par les formules (aS), (26), 

( 3 o) et ( 3 r), se simplifient dans plusieurs hypotheses dignes de re- 
marque, ct quo nous aliens successivemeut examiner. 

D’abord on peut supposer quo les sommes comprises dans les for- 
mules (26) et ( 3 o) s’evanouissent. C’est ce qui arrivera en particulier 

si, dans I’^tat primitif du systbme, les masses m, m', m" etantdeux 

k deux ^gales entre elles, sont distributes symetriquement de part et 
d’autre de la moltcule m, sur des droites mentes par le point (a, b, c) 
avec Icquel cette molecule coincide. En effet, comme chacun des 
termes renfermes sous le signe § dans les formules (26) et ( 3 o), 
offrant un nombre impair de facteurs tgaux aux cosinus 

cos«, coS|3, cosy, 

change neccssairement de signe avec ces memes facteurs, ces termes, 
comparts deux k deux, seront tvidemment, dans le cas dont il s’agit, 
tquivalents au signe prts, mais affeetts de signes contraires. Alors les 
formules (i5) seront vtrifites, e’est-k-dire que I’ttat primitif du sys- 
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tfeme sera un 6tat d equilibre; et, commc on aura d’aillours 

(35) Xi = o, l), = o, 3,=o, 

les valeurs de 3 se reduiront a celles de ^5, 

On peut supposer encore que, parmi les sommes comprises dans los 
formules (26), (3o) et (3i), toutes cellos qui renferment dcs puis- 
sances impaires de cos a, de cosp, ou de cosy s’evanouissent. C’est C(t 
qui arrivera en parliculier si, dans I’etat primitif du systfemc, les mole- 
cules m, m', m", ... sont distribuees symetriquement par rapport a 
cbacun des trois plans qui, renfermant le point (a, b, c), sont paral- 
leles aux plans coordonn^s des y, z, des 5, x et des aj, y, et si deux 
molecules symetriquement placees a I’egard d’un des trois premiers 
plans offrent toujours des masses egales. Dans la supposition dont il 
s’agit, non seulement les formules (t 5) et (35) seront v^rifiees, mais 
de plus les valeurs de X 1^, 3, 6quivalentes ^ celles de X» ^ 2 * 3s» se 
riduiront li 


§ S [t + § S.[t «°*’*co8‘p/(r)] [t /('•)] 


?= 

'3= 


> 


Done alors, si Ton fait, pour abreger. 


(3?) 6 = §|’±Y«0S»«|;(r)], 

H = S[±Y®®®‘?f(4 


(38) L = §|^Y«08*« /(/•)]„ 

M = §[^cos‘P/(r)], 

n=s[t®®®*^'^^4 

(39) 

Q = g[l^co8’Ye®s««/(4 
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on trouvera simplement 


(4o)U=:{G + R) 




da^ 

d-Ti 


(H + M) 


db^ 

d^rt 

db^ 


(I- 


dc^ db dc 


dadb 


onJlL 

dcda 


l^=<«+o>S+<"+‘‘>S+"+’'>S+'‘« 


JIL 

dcda 


+ 2R 


aP 


J!L 

dadb’ 
db dc 


Si Ton supposait les molecules m, m', m", . . . primitivement distri- 
butes de la meme manibre par rapport aux trois plans menes par la 
molecule m parallblement aux plans coordonnes, les valeurs des quan- 
titts G, H, I, L, M, N, P, Q, R devraient rester les memos aprfes un ou 
plusieurs echanges operes entre les trois angles a, p, y; et Ton aurait 
par suite 

(4j) g = h = i, l = m = n, p = q = r. 


Done alors les'tquations ( 3 o) donneraient 


(4a) 


3J = (L + G) 
t} — (L -(- G ) 
3 = (L-hG) 


da* 

dH 

db* 

fS 

dc* 



+ 


d*^ \ 
dcda J’ 

J1L\ 

dadbj 

d*ti \ 
dbde)' 


Les formules (ii), (12), (i 4 )» («(>), (17), (18) et (42) sont extraites 
du Mtmoire que j’ai prtsentt k I’Acadtmie des Sciences, le i®' octo- 
bre 1827, sur I’tquilibre et le mouvement interieur d’un corps solide 
eonsidert comme un svstbme de moltcules distinctes les unes des 

V 

autres. 

Supposons enfin les molecules m, m', m", . . . primitivement distri- 
butes autour de la moltcule ra, de manifere que les valeurs des sommes 
comprises dans les equations (37), ( 38 ), (89) deviennent indtpen- 
dantes des directions assigntes aux axes des x, y et z. Alors, non seu- 
lement les conditions (4i) devront ttre satisfaites, mais de plus, si 
I’on nompie p,, ; “a. Pa* Tai P»» T* angles formts par trois 
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demi-axes perpendiculaires entre cux avec les demi-axes des a;, y et s 
positives, on n’alt^rera pas les valeurs des sommes G, H, I, L, M, N, 
P, Q, R en y reraplac-ant les trois quantiles 

cosa, cos^, cosy 

par les trin6mcs 

cos a cos «i + cos p cos p, + cosy cos yi, 
cos « cos «s + cosp cos Ps + cosy cosys, 
cosa cosa,+ cosp cosPs+ cosy cosyj. 


On aura done par suite 

& = ^ j^± Y (cos* cos*i + cos? cos?! + cosy cosyO* , 

(43) jin: S[=, cos p cos pt + cosy cosyj )*/(/•) j , 

R ss ^ j^~(cosa cos«i+ cos? cos Pi + cosy cosyO’ (cos* cos«j+ cos 


■cosyeoByj)»/(<‘)j. 


Or, si Ton developpe le second membre do chacunc do ces dernieres 
equations en une suite do lermes proportionnels aux sommes comprises 
dans la formule (3i), et si Ton remplace par zero ccllcs des sommes en 
question qui renfcrment des puissances impaires de cosa, de eosp (»u 
de cosy, on trouvera, en ayant egard aux formules (3;), (38), (3f)) 
et(4i), 

i G = 6(cos*a:+ cos*Pi+cos*yi), 

L = L(cos*«i+ cos*Pi+ oos*yi) +• 6R(cos*Pi cos*yi+ oosSyi cos**i+ co8*«i eoB*Pi), 

R = R (cos* Pi cosSyj + oos*Ps 008 *yi + cos*yi co8*«j + eos*ys cos*«i + oos*«i cos* + cos* *i cos* Pi) 
+4R(c08pi oospicosyi cosyj+ cosyi cosyj cos«i co3ai+ C 08 *i cos aj cos pi oispi) 

+L(co8*ai eo8*aj4- oos*pi C08*Pi+ 008*yi oos*yj). 

Comme on aura d’ailleurs 

COS*ai+ cos*p, + cos*yi= I, _ cos*«,+ oos*p,+ cos*yi= j, 

: •co8()(i Cosa,+ cosPi cosPs+ cosyj cosyj- o, 
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lit, par consequent, 

cos* *1 — cos* p 1 — cos* 7i = ( cos* «j + cos’ p 1 + cos’ Yi )’ — cos* a I — cos* p 1 — cos* Yi 
^ = 2 (cos®Pieos*Yi 4 -cos*Yi cos^ai + cos^aicos^pi), 

(cos* pi cos^y^h- cos-p2 fios^Yi + yi eos*Y2Cos®ai + cos^ai cos*p2 + eo82a2 cos® pi; 

= (cos^aj + cos® Pi 4- cos®Yi) (cos^ag + cos^Ps + cos^ys) — (cos®pi cos*Y2 + cos® pi cos®Yi 
= ( C0S®ai COS®ag 4 - cos® pi cos® Pi -H C 0 S®Yi C0S®Y2) 

= -- 2(cosPt cos Pi cosYi C 0 SYa 4 - cosYi cosYa cosai cosag 4 -cosai cosag cospi cospg), 

il cst clair quo la premiere des equations ( 44 ) sera identique, tandis 
quo la deuxi^me et la troisifeme donneront aL = 6 R ou 

(45) L = 3R. 


Cela pose, on tirera des formules (42) 

i - (R + G) + aR^, 


(46) 




la valeur de u etant ddterminee par I’equation 


(47) 




Tc' 


Concevons maintenant que, dans rdtat primitif du systfeme des mole- 
cules m,Tn!, et, du point (a, b, c) comme centre avec un rayon I 
convenablement choisi, on d 6 crive une sphere qui renferme toutes les 
molecules dont Taction sur la masse nt a une valeur sensible. Divisons 
le volume '<? de cette sphere en elements trbs petits v, v', v", . . . , mais 
dont chacun renferme encore un tres grand nombre de molecules. 
Soient % la somme des masses des molecules comprises dans la sph'ere, 
et 


Enfin supposons que les sommes des masses comprises sous les volumes 

ORbotm de C. - $. 11, t. Till. 3 1 
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^lemcntaires v, v', v", . . . soient proportionnelles a ces in^mes volumes, 

et representees en consequence par les produits vA, v'A, v"A 

Alors, si la fonction f(r) est telle que, sans alt^rer sensiblement l(‘s 
sommes designees par G et par R, on puisse faire abstraction do cellos 
dos molecules m, m\ m ", . . . qui sontles plus voisines de la molecule m, 
les valeurs de G, R fournies par les equations (S^) et (89) differeront 
tres peu de celles que determinent les formules 

j G=^S[±rcos*at’(r)v], 

( 49 ) . 

I R=— ^[rcos®acos*P/(/‘)v], 


quand on etend le signe non plus k tous les points materiels m, tn', 
m", . . . , mais a tous les 4 l 6 ments v, v', v", . . . du volume '<?. Or, dans 
cette derniere hypotbfese, le second membre do chacune dcs expres- 
sions (49) pourra 6tre remplac6 par une integrals triple relative a trois 
coordonn^es polaires dont Tune serait le rayon vecteur r, tandis qu(‘ 
les deux autres repr 4 senteraient les angles formas : i" par le rayon vec- 
(eur ravec I’axe des a?; 2® par le plan qui renferme le memo rayon et 
I’axe des x avec le plan des a?, y. Soient p, q les deux angles dont il 
s’agit. Chaque integrale triple devra etre prise entro les limites 

p = o, = q — o, r — Q, r = i; 


et Ton pourra memo, sans erreur sensible, remplacer la sccond(^ limito 
do r ou le rayon I par I’infini positif. Cela pose, on trouvera 


, (5o) 


G-=z±:~J' jT jf r»f(r)cos*«sin7)rfrflf(7rf/), 

R=:^jr jf y r*/(r)eos*acos*Psin/)ifrrfyrf/>; 


et, comme on aura g6n6ralement 

( 5 t) cosoe=^oos^,. I cosps::sin/?cos(7, cosy sin/>sin7, 



D’UN SYSTfiME DE POINTS MATERIELS ETC. m 
on en conclura 


X X — cos* psiap dp =^, 

J rtSiC ^7C 

' / cos®o£cos*psin/?flf^rf/? 

0 •/Q 


Par suite, les foraiules (49) donneront 


( 5 a) 


G = ±^^J^\>ar)dr, 


D’ailleurs, si, pour des valeurs croissantes de la distance r, la func- 
tion f(r) d6croit plus rapidement que la fraction si de plus le pro- 

duit r* f(r) s’evanouit pour r=o, on trouvera, en supposant la fonc- 
tion f (r) continue, et en integrant par parties, 

( 53 ) f r*f(r)dr= — r*f(r)dr. 

Jo Jo 

On aura done alors 


( 54 ) R=-G, 

et, par consequent, on tirera des formules (46) 

( 55 ) ,=,E*, 3 = ,r|. 

Lorsque les quantites, designees dans les formules (4o) et (48) par 
les lettres 6, H, I, L, M, N, P, Q, R et A, deviennent constantes, e’est- 
ti-dire, independantes des coordonnees a, b, c, ou, ce qui revient au 
meme, de la place qu’occupe la molecule m, alors, en faisant, pour plus 
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dc commodity, 


(56) 


B=[(R-H)|4.(M + H)|2 + (P_H)|]a, 

c = [<Q-i)|+(P- 
“=[<*’+ 

S]''- 

F=[(R+H)| + (R + G)g]i, 
on reduit Ics equations (4o) aux trois suivantcs ; 


(57) 


r»_ T/dA_^dF_^dE\ 

‘ ^-L\d^-^Tb'^d^r 


(58) 


db dc 


* I 
A\da 

- ls\da'^ db'^ dc) 


Dans lo cas particulier ou les conditions (4i) ot (45) sont rcmptips 
suffitde poser 


(59) 


(R + G)A = ^A:, (R-G)A = K 


pour rampncr les equations (56) et (57) k la forme 
(60) 


A = *| + K., 


H=*|+K., 


H-Ku, 

dc 


Si, de plus, la condition (54) est v6rifiee, on aura A = 0 et, par suite, 
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Jusqu’a present nous avons consid6r6 comme variables indepen- 
dantes les quatre quantites a, b, c, i. Mais il est facile de reconnailre 
comment on devrait modifier les diverscs formules auxquelles nous 
sommes parvenus, sil’onvoulait prendre pour variables independantes, 
avec le temps les coordonnees x, y, s. Soient effectivement, au bout 
du temps t, et dans le cas oil Ton regarde a, h, c comme variables inde- 
pendanles, 

(62) ? = F(a,6,c), 

(63) . ^ = X(a,*,c), | =iT(a, 6, c). 

On tirera des formules (4) et (62), en considerant x, y, s comme va- 

^ du dc _ 

dx dx’ dx dx’ 

Or, si Ton continue de regarder vj, et leurs d^rivees comme dcs 
quantit6s infiniment petites du premier ordre, on conclura de I’equa- 
tion (65), en n^gligeant les infiniment petits du second ordre, 

§=*(«, 

Kn raisonnantdela m^me manibrc, on etablira successivement les trois 
formules 

(66) g=<D(a,6,c), |i=X(a,6,c), g=¥(a,*,c). 

De ces dernibres, comparbes aux formules (63), il rbsulte que, si Ton 
prend pour variables indbpendantes, au lieu de a, b, c, les trois coor- 


riables independantes. 


£=-l- 


(65) 


g=®(.,J.o)g+XC 

= $(«, b,c) — r<&(a, I 
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donnees a;, , s, on devra, aux d6rivees partielles 

^ ^ ^ 

da' db' dc' 

substituer les trois suivantes : 

ii ^ 

da:' dy' da 

D’ailleurs, si, dans les calculs que nous venons de faire, on remplaco 
la fonction ^ = F(<3t, b, c) par Tune des fonctions $(a, b, c), X(a, b, c), 
W(a, b,c), on prouvera encore que les deriv6es 

d^(a,b,c) d^(a,b,c) d^ja, b, c) dX.(a,b,c) 

da ' db ' dc ' da ' 

sent respectivement 6gales aux suivantes ; 

b, c) d^(.a,b,c) d^{a, b, c) dX(a, b, c ) 

da: ' <)/ ’ ds ' da: ' ’ 

4 

et Ton en conclura que les expressions 

<?*$ d*^ 

da^' dadb' dadc db*' 

peuvent fitre remplacees par 

^ JIL ^ 

da:*' didy' dxdz dy*' 

$ 

Enfin les remarques pr^cedentes ne sont pas seulement applicables k 
la fonction I, mais encore aux fonctions y], (^, et b toutes les quantiles 
que Ton peut consid^rer comme infiniment petites, par exomplc, b la 
quantity u. Done, en definitive, si Ton veut prendre pour variables inde- 
pendantes, avee le temps t, les coordonn6es a?, y, z, il suffira d’^crire. 
partout, dans les formulas (3o), (3i), (4o), ( 47 ), (56), (S;) et dans 
celles qui a’ejn deduisent, a? au lieu de a, y au lieu de b, z au lieu de c. 
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Quant aux valeurs de x, S', 5 b, elles continueroiit d’Mre representees 
[voir les formules (28) de la page 208] par les trois expressions 

H ^ 


ct par consequent on n’aura point a modifier les seconds membres des 
formules ( 34 ). Cela pos6, admettons que, dans les formules (26), ( 3 o) 
et ( 3 i), les sommes qui renferment des puissances impaires de cosa, 
de cosp, ou de cosy s’6vanouissent; on tirera des equations (82) et 
(4o), si le systbme des molecules m, m', ... est en 4 quilibre, 


a+fi)S+(R+H)g+(Q + I)g + «R|i 


(67) 


' dx' 

'dx> 


“0 


(R+6)S + (M+H)p + (P+I)^^+.Pj«^+,R^^+Y=.. 


(0+S)g+(P4-H)p + (l(^I)g + .Q^+.pU + Z=.. 


Si, au contraire, le systfeme est on mouvement, on tirera des for- 
mules ( 34 ) et (4o) 


( 68 ) 


(L + G) 
(R + G) 


dx* 

d*rt 

dx* 




•(R+H)B+(Q+i)S+"’^ 


^■n 


dxdy 




-{M- 


■H)S + (P + I)g-h2P^ + aR 


'df 


dK 


d/ds 


dsdx 

n 

dxdy 




V-^ 

7 _^*? 


Si de plus les valeurs de G, H, I, L, M, N, P, Q, R deviennent ind^- 
pendantes en chaque point des directions assignees aux axes des x,y 
et 3, les conditions (41) et ( 45 ) seront v 4 rifi 6 es, et, en supposant la 
quantit6 u determin6eparr4quation(47). ou, ce qui revient aumeme, 
par la suivante 


y — ^ ^ — 

ax ay a 


(69) 
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on reduira les forniules (67) et (68) a 


(70) 


el a 


(71) 




^ df* ds* 


n dy 


2R 


du 




-f- 2R 


— 

ds 


-f-X:z: 0 , 


- 1 - Y — 0 , 


-f- Z — o, 


[<I< + 6)(0 




+ aR 


(?U 

dx 


(9 ®yi 

+ 3i?+33j 


aR 


dy 





(it* 


J 


+ Y = 


d^ri 

d?' 


“h Z = 


tl. 

dl* ‘ 


Enfin, si la condition ( 54 ) cst elle-m^me remplie, on aura, dans Ic cas 
d’equilibre du systfeme des molecules m, m', . . . , 

( 7 a) X+aR4^=o, Y + aR^ = o, Z + aR^ = o 

' Ox dy ds 

et, dans le cas du mouvement, 


( 73 ) 


X + aR 


dy 

dx dt* ’ 


Y + aR 


dy 

dy 


_dH 
~ dt*' 


Z + 2R^ 
ds 


di*‘ 


On doit observer quo la quantity u, determin^e par la formule (69), 
represente la dilatation qu’eprouve un volume trbs petit, mais choisi 
de manifere k renfcrmer avec la moUcule in un grand nombre do mole- 
cules voisines, tandis que ces molecules changent de position dans 
I’espace. Ajoutons que les formulas (72) et (78), 4 tant semblables aux 
formules ( 63 ), (72) et (77) des pages 178, 1’jS et 176, paraissent con- 
venir I un systfeme de molecules qui seraient dispos^es de mani^re h 
constituer un fluide 61 astique. 

Concevons maintenant que les quantit^s design ^es par les lettres G, 
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H, 1 , L, M, N, P, Q, R et A deviennent constantes, c’est-k-dire ind6pen- 
dantes des coordonnees a, b, c ou ar, j, s; alors, en supposant les va- 
lours de A, B, C, D, E, F determinees par les equations ( 56 ) et (67), 
ou, ce qui revient au mfime, par les formules 

jA = [(L+G)| + (R-G)|+(Q-G)§]4, 

W) B = [(B-H)g + (M + H)| + (P-H)|]A, 

(,5) E = [(Q + G)g+(Q+I)|]4. 

(r = [(R + H)|+(R + G)g]4, 


on reduira les equitions (67) aux trois suivantes ; 


(76) 


dk dE dE ^ . 

■X- •+* -a- -t- +XA=: 

00! dj! as 

dE _^dE 


O. 

O, 


o. 


Ces derniferes et celles qu’on en tire, quand on y remplace X, Y, Z 
par 

X-3G, Y-3-, Z-ab, 


sont semblables aux formules (2) et (a 5 ) des pages 196 et 202. Ainsi, 
en vertu des suppositions admises, les Equations d’ 4 quilibre ou de 
mouvement du systbme des molecules m, m\ irf, . . . coincident avec 
celles qu’on obtiendrait en consid^rant une masse homogfene et con- 
tinue, dans laquelle les prei^sions ou tensions, exercees au point 
aBB»r« * <7. - s. n, t. vur. ‘ 32 
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(x,y, s), du c6t6 des coordonnees positives, centre Irois plans per- 
pendiculaires aux axes des cs, des y et des s, offriraient des projections 
algebriques sur ces axes respectivement 6gales aux quantites 

jA, F, E, 

(77) I F, B, D, 

(e, Si, C 

que determinent les Equations ( 74 ) et ( 75 ). Si, de plus, les conditions 
(4i) et (45) sont verifi^es, alors, en posant commo ci-dessus 


(R+G)A = iA:, (R-G)A = K, 
on r^duira les formules (74)» (yS) a 



et, en m6me temps, on fera coincider les Equations (70), (71) avec les 
suivantes 


(79) 


(80) 


I k (d*l ^ ^ ^ ^-l-aK du ^ _ 

1 2A dy* ds* ) " 2 A da* 

) ^ /d^ri dH d^\ 2K ^ , Y _ 

j 2A\da;* d/* ds* ) 2A dy 

[ iL\dx!*^ dy* ^ dx* ) 2A dz ’ 

I k (d*li . d*l . d»n . A: 4 -aK du_^Y_d»? 
2A Was* dy* dz*) 2 A d^' 

_i_ ^ _L. ^ + du , ^_d*t\ 

2A\daj* dy* dz*) 2 A dy dr*’ 

^ du d*? 

25 \da!* dy* dz* ) 2 A dz dt*’ 


e’esH-direrateo leg formules (76), (77) de I’article pr6c6dent. 
n impoi^^’iPibsejnFertflie les formules (67), (79) et (80) coincide- 
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raicnt encore avec les formules (76), si I’on attribuait aux quantiles 
d^sign^es par 

A, B, C, D, E, F, 

non plus les valeurs que determinent les 6quations (74), (75) et (78), 
mais ces m^mes valeurs augment6es de constantes arbitraires. 

Pour reduire les equations (79) et (80) a celles qui ont hib donnees 
par M. Navier comme propres k determiner les lois d’equilibre et de 
mouvcment des corps elastiques, il faut supposer^ ainsi qu’on I’a deja 
remarque, 

{81) A:=aK. 

Or, pour que les valeurs de k et de K, tiroes des formules (Sq), v6ri- 
tient la condition (81), il suffit d’admettre que la quantile designee par 
G pent ^itrc negligee vis-k-vis de la quantile designee par R, ou, en 
d’autres termes, que le rapport 


a une valeur sensiblement nulle. 

On voit au reste que, si I’on considkre un corps ^lastique comme 
un systkme de points mat6riels qui agissent les uns sur les autres k de 
trks petites distances, les lois de I’equilibre ou du mouvement inte- 
rieur de ce corps seront exprim6es dans beaucoup de cas par des ^ua- 
tions diff6rentes de celles qu’a donn6es M. Navier. Les forqaules (67) 
et (68) paraissent sp6cialement applieables au cas ob, relasticit6 
n’6tant pas la m6me dans les diverses directions, le corps offre trois 
axes d’elasticit6 rectangulaires entre eux, et paralleles aux axes des x, 
des y et des z. Les formules (70) et (71), au contraire, semblent 
devoir s’appliquer au cas ob le corps est 6galement 6lastique dans tons 
les sens ; et alors on retrouvera les formules de M. Navier, si Ton attri- 
bue k la quantity G une valeur nblle. Ajoutons que, si, dans les for- 
mules (67) et (68), on r^duit k z6ro, non seulementla quantile G, mais 
encore les quantit6s de m^me espkce H et I, ces formules deviendront 
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respectivement 


^ do:* ^ ^ dy* 


(83) 


ds* dx dv ^ dz dx 


dxdy 


R 


d*n 

dx^ 


M 


dyX' 


et 




oy^ 


■N^'+=Q3?I;;+»P^ + Z=o 




dH 


dydz 


d*S 


d*E 


d»-n 


a*n 


(84) R^i + M^ + 


dj;* dj* 
da?* ^ ^ d/* 





DE LA PRESSION OU TENSION 

DANS DN. STSTfiME DE POINTS MATfiRIELS. 


aees 


Dans I’article precedent, aprfes avoir etabli les Equations generales 
d’4quilibre ou de mouvement d’un systbme de molecules nt, m, m' , 
m", . . . qui agissent les unes sur les autres k de trbs petites distances, 
nous avons recherche ce que deviennent ces mkmes equations quand 
leurs coefficients v4rifient les conditions qui seraient remplies, si tout 
plan, passant par une molecule et parallkle a Tun des plans coordon- 
nes, divisait le systbme en deux parties symetriques. Nous sommes 
ainsi parvenus aux formulas (67) de la page 247 , et nous avons observk 
que ces formulas coincident avoc celles qu’on obtiendrait en conside- 
rant une masse homogfene et continue, dans laquelle les tensions ou 
pressions exerckes au point (a?, y, s), du c6t4 des coordonn4es posi- 
tives, centre trois plans parallkles aux plans des y, s, des s, x et des 
a;, y, olfriraient des projections algkbriques respectivement 6gales aux 
valeurs de A, F, E; F, B, D; E, D, C determinees par les Equations ( 74 ) 
et ( 75 ), ou k ces m6mes valeurs augmentkes de constantes arbitraires. 
Nous aliens mamtenant faire voir comment on pent calculer directe- 
ment les tensions ou pressions ex;erckes dans le systkme des-mol6cules 
m, m, m', . . . centre un plan perpendiculaire k I’un des axes eoordon- 
nks, quand on suppose que ce plan devient rigide, et qu’on lie par des 
droites invariables les points qu’il renferme avec ceux des points mate- 
riels m, ml, ... qui sent situ6s d’un mkme c6te de ce plan. 

Soient toujours, k une certaine kpoque, 
ar = a, y =as i, a = c les coordonnkes de la molkcule m; 
a -f- Aa, 5 -4- A6, c -4- Ac les coordonnkes d’une autre molkcule m; 
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r la distance des molecules m et m; 

a, p, Y les angles formes par le rayon vecteur r avoc les demi-axes des 
coordonnees positives, et lies aux quantites Lb, Ac par les for- 
mules 


(i) Aa = rcosa, A6 = rcosP, Ac = /‘COSy; 

itim/(r) I’attraction ou la repulsion mutuelle des deux masses in ct m, 
proportionnelle d’une part a ces masses, d’autre part k unc function 
do la distance r. 

Soient, de plus, 

0, O', 0" trois points quplconques du plan men6 par la molecule m 
perpendiculairement a I’axe des as; 

m, m', m", ... les molecules situees par rapport au plan 00' 0" du cdte 
des coordonnees positives; 

nif, m ^, ... les molecules situees par rapport a ce m^me plan du c6t6 
des coordonnees negatives ; 

I une longueur trks petite, mais superieurc au rayon de la sphkrc d’ac- 
tivit4 sensible d’une molecule; 

' un 6l6ment de la surface du plan OO'O", dont les dimensions soient 
tres petites, mais superieures, ainsi que la longueur /, au rayon do 
la sphfere d’activite sensible d’une molecule; 

<? le volume d’un cylindre droit qui ait pour base la surface el6men- 
tairey, et pour hauteur la longueur I mesur^e k partir du plan OO'O" 
•du c6t6 des coordonnees negatives; ’ 

SR; la somme des masses des molecules . . . comprises dans co 

m4me cylindre, et 



le rapport qui exprime ce qu’on peut nommer la densiti du cytindn. 

; Soient encore 

, comme cette hauteur, 



mr du cylindre, mesur^e 
DlanOiO'b*': i 
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n le nombre des molecules comprises dans la partie du cylindre qui 
aurait s pour base, et i pour hauteur. 

Enfin, d4signons par 

/ A, F, E, 

(3) F, B, D, 

(e, D, C 

les projections alg^briques des tensions ou pressions qu'il s’agit do 
calculer; en sorte que A, F, E representent, aux signes prfes, les com- 
posantes rectangulaires de la pression ou tension jf exerc6e au point 
{a, b, c) etdu cdte des ce positives centre le plan 00' 0", dans le cas 
oil Ton suppose les differents points de ce plan li6s par des droites in- 
variables avec les points mat6riels m,, tWj Le produit 

p's 

de la pression ou tension /)' par la surface elementaire s ne sera autre 
chose que la r6sultante des actions exercees par les molecules m, m', 
m", . . . sur les molecules comprises dans le plan OO'O", et sur celles 
des molecules m,, mj, ... qui seront situees tout prbs de la surface s. 
Par consequent, les produits 

(4) • Ai, F^, E« 

repr6senteront k trfes peu prfes les projections algebriques He la resul- 
tante des actions exercees par les molecules m, m', m", ... sur les mole- 
cules comprises dans le volume ■<?. Quant aux projections algebriques 
de la resultante des actions exercees sur la molecule m par les mole- 
cules m, m', m", . . . , elles seront equivalentes aux sommes 

(5) § [± mm cos «f (/■)], mwicosy f(r)], 

OU, ce qui revient au meme, aux produits 

(6) m§[±mcosaf(r)], m C08(3 f(r)], m§[±TOCOSyf(r)], 

pourvu que Eon se contents d'etendre le signe § aux molecules m, m'. 
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m", . . . situ6es par rapport au plan OO'O" du cote des x positives, et 
que Ton reduise le double signe ± au signe +, si les molecules m, m 
s’attirent, au signe — dans le cas contraire. Supposons maintenant que 
les diverses molecules offrent des masses 6gales ot so trouvent distri- 
buees k trfes peu prbs de la m^me maniere, soit autour de la molecule 

m, soit autour de chacune des molecules Si chacuno des 

sommes (5) renferme un certain nombre de termes correspondants k 
des molecules m, m^ ... pour lesquelles la condition 


(7) rcosa = j 

soit verifiee, les expressions (4) renfermeront les termes dont il s’agit, 
repetes chacun autant de fois qu’il y aura dans le volume de mole- 
cules m,, mj, ... separees du plan OO'O" par une distance egale ou in- 
ferieure a i. Done, pour deduire les expressions (4) des expressions (5), 
il sufl&ra de multiplier, dans chacune de ces dernikres, la qpantite 
comprise sous le signe § par le nombre n des molecules comprises 
dans la portion du cylindre dont i est la hauteur. On trouvera ainsi 

1 As = §[±ftm/ncosaf(r)], 

(8) I Fs = j^[±nm/»cosPf(r)], 
f Es = ^ [± nxcim cosy f(r)], 

OU, ce qui revient au meme. 


f A^ = m^[±«ff^cos«f(r)], 

(9) I Fs=m^[±n»»cosPf(r)], 

I Es = m§[± WOT cosy f(r)]. 

D’ailleurs, en vertu des notations et des suppositions admises, le 
nomlwe total des molecules comprises dans le .cylindre dont la hauteur 
est f-se:fs.:]fep_r6sent6 par le rapport 



sii. ■<? 

iV'-sr 
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et, par suite, on aura, sans erreur sensible. 


(”) 


n 


311- i si . 

— 7= — A ; 

ml m 


puis on en conclura, en ayant egard a la formule (7), 


(12) 


ircosa . 

n= A. 

m 


Done les formules (8) ou (9) donneront 

f A = A^[±mrcos*«f(/')], 

(i3) • < F = A^[±m/'COSacos(3 f(r)], 

I E = A^[±wrcosacosyf(r)]. 

Les sommes que renferment ces derniferes Equations doivent etre 6ten- 
dues seulement aux molecules m, m', m", ... situ6es par rapport au 
plan 00' 0" du c6te des sc positives. 

Concevons k present que Ton d6signe par />, la pression ou tension 
exerc6e au point (a, b, c), et du cote des coordonnkes negatives, centre 
le plan 00' 0^ dans le cas ok Ton suppose les diffkrents points de ce 
plan lies par des droites invariables avec les points matkriels m,, 
TOj, .... Le produit 

p,s 

de la pression ou tension pt par la surface elementaire s ne sera autre 
chose que la r4sultante des actions exercees par les molecules m,, 
mj, ... sur les molecules comprises dans le plan OO'O'et sur ’celles 
des mol6cules m, to', to", . . . qui seront situkes tout prbs de la sur- 
face s. D’ailleurs les actions exerc6es par les molkeules to,, TOj, ... sur 
les molecules to, to', to", . . . sont kgales et directement opposees aux 
r6actjpns exerckes par les dernihres sur les premiferes; et il est clair 
qu’on n’altbre pas sensihlcment la rksultante de ces actions ou de ces 
OSlitTv* deC.-S. n, t. VIII. 33 
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reactions, lorsque, aux molecules m, m', m", . . . ou on 
joint celles qui se trouxent precis6ment situ6es dans le plan OO'O". 
Cela pose, les pressions ou tensions p's,piS supportees, dans los deux 
hypotheses successivementadmises, par la surface 61ementaire pour- 
ront 6tre consid6r6es comme deux forces egales, mais directement op- 
pos6es, ct Ton devra en dire autant des pressions p', , cxorcees au 

point (a, b, c) contre les deux faces du plan OO'O". Done la pression 
ou tension /), aura pour projections alg^briques sur les axes, non plus 
les trois quantites A, F, E, mais les trois suivantes 

— A, — F, — E. 

Si maintenant on applique a la determination de ces projections alg^- 
briques les raisonnements par Icsqucls nous ayons etabli les equa- 
tions (i3), on sera conduit b reconnaitre quo ces equations subsistent 
encore dans le cas ob Ton etend Ic signe 3 , non plus aux molecules m, 
TTi!, m", . . . situees par rapport au plan OO'O" du c6te des x positives, 
mais aux molecules m^, m^, ... situees par rapport a ce plan du cote 
des X negatives. Done, par suite, les sommes comprises dans les equa- 
tions (i3) sont equivalentes aux moities de colics qu’on obtiendrait, si 
Ton supposait le signe § etendu b toutos les molecules m, m', m", .... 
m^, . . . situees par rapport au plan OO'O", soit du c0t6 des x 

positives, soit du cote des x negatives, e’est-b-dire, a trbs pou pres, 
aux moities do celles que Ton obtiendrait en etendant le signe {§ a 
toutes les molecules du systbme propose. On aura done, en interpre- 
tant le signe j§ comme on vient de le dire, 

A n 
a St 

F=: ^§[±jnrcosacosj3(’(r)], 

An 

® — ■rSE=^^^®os« cosy f(r)], 

^ * 

En appliqn^fT^^ du memo, genre b la recherche des 
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projections algebriques F, B, D ou E, D, C de la pression ou tension 
exercee au point {a, b, c) et du c6t6 des coordonnees positives contre 
un plan perpendiculaire b I’axe des / ou k Taxe des z, on trouvera de- 
finitivement 

i A = ^^[±jnrcos®af(/')], D=: ^^[±mrcos|3cos)/f(r)]j 

B = -^§[±mrcos*(3f(/-)], E = ^§[±mrcosycosaf(r)], 

C = ^^[±7wrcos*y f{r)], F = •^§[±TO/-cosacosPf(/’)], 

le signe § devant etre etendu a toutes les molecules du systkmc pro- 
pose. 

Supposons maintenant que I’etat du syst'eme de points materiels soil 
change, et que les molecules w, m, m', Tn^, m^, ... se deplacent 
dans I’ospacc, mais de mani'ere que la distance dc deux molecules in et 
m varie dans un rapport peu different de I’unite. Soient d’ailleurs, 
comme dans Particle precedent, 


des fonctions dc a, b, c qui representent les d^placements trhs petits 
et parallhles aux axes d’une molecule quelconque nt, 

X, y, s, x->r Ao?, y + Aj, s + Aa 

les coordonnees des molecules m, m dans le nouvel etat du systhme, et 

/•(iH-e) 

la distance des memes molecules dans ce nouvel etat. Enfin designons 
par u la dilatation qu’eprouve, pendant le changement d’etat du sys- 
thme, un .volume trfes petit v, mais qui pourtant renferme avec la mo- 
ie<?uleii up grand nosahre dfejoiiolAcules voisinesm,m', ...» to,, •••; 
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et soit p la nouvelle densite du volume elementaire v. Les quantites ar, 
y, s, Ay, As, e seront d6termin6es par les formules ( 4 ), ( 5 ), (7; 
de Tarticle precedent, et la quantity u par I’equation (69) ou plutol 
par r^quation (47) du mfime article, en sorte qu’on aura 


(i5) 



&n , dK 
db^Tc' 


On trouvera d’ailleurs 
( 16 ) 


P = 


A 

i + y’ 


puis, en consid6rant u comme un infiniment petit du premier ordre, 
on tirera de la formule (16) 

( 17 ) p = (i — y)A. 

Cela pos 6 , les valeurs de A, B, C, D, E, F, relatives au nouvel fttat dii 
systfeme, seront donn^es a trfespeu prfes,non plus par les Equations (i 4 ), 
mais par celles qu’on en d 6 duit quand on substitue la densite p b la 
densite A, le produit r(i 4- s) au rayon vecteur, et les rapports 


Aig Ay As 

/•(i -he)’ g(i-i-e)’ /-(n-e) 


aux cosinus des angles a, y. On trouvera ainsi 


■>=’5 SI 



^='58! 


' • ' * » i '1 /»',< t , » ■ 

^=IS! 



puis, 'd^^l^qetaents v], C comme infiniment petits 
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du premier ordre, negligeant les infiniment petits du second ordre, et 
faisant pour abr6ger 

(19) ±[^f'(0-f( '•)]=/('•). 


on conclura des formules (18) combin6es avec les equations (5), (12) 
et (i 3 ) de I’article precedent 


(ao) ( B = p § j ± ^" [.+ e + > cos>? rW j, 






■'=pShTh^ 


rC"-) 


(^(O-fCO - . Ayi 

C 


AC 


r(o 


/■cos|3 reosy 


J cos p cosy [’(/■) 


(a.) I E = pgj ± ^[.+ s + coay cos, r(r) |, 


ou, ce qui revient au m6me, 


A = 4-pj^ j^±^^cos®a+ 2 Cos«y^ f(r)j 

+ pS + cosp^ -+- cosy^^ cos*a/(r)j, 

B = + P S [- T ^ 

+ p^[^(cosa^ +cosP^ + cosy~) cos*p/(r)j, 
C = + p [± ^^cos*y + 3 cosy f(r)j 

+ pjj['^(cosa^ +cosp^ -t-cosyy)cos*y/(r)]» 
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, D =4-pj^ ^^cosP cosy - 1 - cosy ^ -l-cos(3~j (■(r) 

+ +cos|3^ +cosy^^) cosPc»sy/(/0 

E = + p^ ^^cosy cosa + cos«^]^ -H cosy^^ !’(/•) j 

4 -p^ j^^^cosoc^ +cosP^ -t- cosy^^ cosycos«/(A') |. 

F = +pj^ |^± ^ ^cos a cos p 4-008(3 — 4- cosay ^ \'{r) j 
1 4 -p^|^^(cosay 4-cospy 4-co8yy)cosacosP/(r) . 


D'ailleurs les attractions ou repulsions rnutucllos tics molec.uhss m, w, 
m', ... n’etant sensiblos par hypotli6so qu’ii do Irl's pofitcs 

distances, on pourra, sans inconvenient, dans Ics formulas (22) <‘l (2'!), 
substituer aux quantites A?, Ayj, AC les premiers Icrmes do Imirs deve- 
loppements cn series ordonnccs suivanl les puissances asiMnulanics 
de r, e’est-a-dire, dcs developpcments que fouraissent les equations { 1 H) 
do la page 282, et supposer cn consequence 

I A? <)$ a 

M=^C0S«45|c0sP4g|C08y, 

/ I Ayj dri <?Tl rfvi 

(24) j_=:^C08a4^C0SP4-^-C0Sy, 

f AC «3t dc « dC 
lF?=g 5Cos« + 33‘i'>sP45icosy. 
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Done los formulcs (22) et (aS) donneronl 
'^ = pS[± V 00S>af(r)] 

i S S [* T “®"“ ^ S S h T ““’P I S [* 7 I ! 

I 

I S [7 “®’“ ^ I S [7 ^ s S [7 ®®®’ ** ®®®Tf 

'■'• P ^ ^S[7®®®“®®®’^H •*■ ¥S[7®®®‘^'^H ^ S[7®®®‘^ 

+ |S[7«<«««os«M8t/('’)] + ^ S [jCoa'pcosY/lr)] + 1 § [7 “s’p C08‘7/(/-)| ] 
C=»pg[±!?i:®os«Tf(r)] 

+»P I S [± 7 wsa 008 Y f(/')] + 3j S [± 7 eosp cosK f (r)j + ^ g |^± ^ oo8>y f(j')] | 

^ S [7 ®®®** ®®*’ ^ i S [7 ®®®* ®®® P + i S ®®®“ ®®®*^ I 

+ p + ^ [^YCOsa cos pC 08 >Y /(/•)] + ^ ^ cos'p cos*Y/(r)j + ^ j^7C08pcos‘Y/('*)j 1 ' 

^iS[7®”*®“‘^H ■^5jS[7®®®P®®®‘TfH I 
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=p^j^± jMsPcosTfwj 


+p 




+p 


c(««oosTiw] '-i I 

+ Ji §[± ^cosamsp l'(r)] H- [± f ITM I ^ 

|^[^««*cosPco 87 /(^)]+| (iOs«e()S'pooaT/('-)| 

^g['£cos.cos>PcosT/w]-Hjjj[f!>»»P«^^ I 

+ ^§[%s«c68Pcos«7/(r)]+^3[fco»«pco8‘t/('‘)]i-'|S[7‘^^^^ 


> 


p^j^±^cosYCOs«f(f)j 

I •" !!S[ '■''■'I i 

+p + ^^[y^os»*m8Poost/()-)]+|^ j§[YW8«(«)8»pMBY/(r)j+!^ , 

I + [ J cosh COS«T /(f )] + J 5 S[t '■ if S |T“’®* 


Ig [± l"co8«cogp f(r)] + 1 S[± 7«»'Pl'(')] + ISf;' 

+ sS [* T "■ rfl S [± & S 7 ““'“If 


I § [y COS»a C08P/(r)] + 1 § [ 7 C08*« COS' p /(f)] + 1 § cos'* cosp COSTf /(r)| 

+ p' + [7«9'«M8»P/(r)] + ^ J C08»p/{f)] + J j[jC08«COS'pCOI7 /{!■)] 

!'^• r S fr Wf* w«NY/wl«r^ S [t ““" f ^'■)1+ i Sf 7 
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Dans cos dcrnibres formules, Ics coordonnees a, b, c sont regardecs 
comino variables independanles, et la valeur de p est loujours cello 
quo fournit I’equation (17). Lcs valours des quantiles A, B, G, D, E, F 
olani, uno fois detcrmincos par los formules quo nous venons d'6tablir, 
on on deduira sans pcino los projections alg^briques de la pression ou 
lonsion/) supportt'c au point (a;,/, z) par un plan quelconque, kTaido 
dos (iquations ( 3 ) do la page 197. 

11 reste inaintonant a montrer les simplifications qu’admeltcnl dans 
pinsiourscas les formules (t3), (r 4 ), (aS), (26) etsuivantos. 

Lorsque la fonction (’(r) oat telle quo, sans alterer sonsiblement los 
sommos ronforraoes dans les formules (i 3 ) ot (i 4 ), on puissc fairc ab- 
straction do cellos dos molecules m, m', m^, . . . qui sont los 

])lus voisinos do la molecule in; alors, on ayantrecours aux raisonno- 
monts et aux notations dont nous nous soinmes servis dans I’article 
pr6o.odont(p. 24 t, 242 et 243), etposantdeplus 

( 31 ) (/•)<//•, 

on conclura des 6quations (i 3 ) 


A“ ±A*r r C /•*cos*/>siDi/>f(r)rf/*rfi'/d/3 --± C r*f(/')rf/'— ±i0A*, 

VO t/o •/() ' ^ •'0 

y»7C aTC 

F— ±A*/ / / r* cosyj sin*/) cosy f(r)rfrrfi7rf/> = o, 

VQ VO *'0 

/»• /•* /•" 

E ~±A*/ / / r»cos/)sin*/)siny f(r)rfrrfyc^=:o. 

vfl VO ^0 


Kn oalculant do la m^mc manibro les projections algbbriqucs F, B, D 
ou E, D, C de la pression ou tension excrete au point {a, b, c) dans 
I’btat primitif du systbrao contre un plan perpendiculaire k I’axe des y 
ou k I’axo des s, on frouvera d6finitivcmont 

(39) A = B = C=:±®, D = E=F=:0, 

la valeur de ca Mant d 6 termin 4 e par I’Squation 

(33) ® = ieA'. 

(Xwm tl* C. - $. II, t.VlU. 


34 
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On arriverait encore aux m^mes resultals on partan( dcs formiiles ( i/t). 
Sculement les integrations relatives a la variable ^ devraiont alors etre 
effectuecs entro Ics limites q = o, q = liv. Au rcsto, il suit evidemment 
des equations (32) et (34) : i® quo, dans I’etat primitif dn sysleme, il 
y a pour chaque point, cn vertu dc Thypotheso admiso, ogalite de (('vi- 
sion OU do pression en tous sens; 2" quo, dans cet etat, la pression on 
tension designee par m varie, quand on passe d’un point a un aufn', 
comme Ic carre de la densile. Si maintenant on substitue a I'lMat pri- 
mitif du systfeme propose lo nouvcl 6(at dans lequel la molecule ra a 
pour coordonnees x, y, s, on devra, dans I’cquation (33), remplacer 
la densite primitive A par la nouvcllc densite p, ct Ton aura en conse- 
quence 

(34) © = i0p*. 

Enfin si, dans I’equation (34), on remet, au lieu de p, sa vah'iir donn('((‘ 
parl’equation (17), on trouvera, cn negligoant les quanlites inflnimenl 
petites du second ordro, 

(35) © = ^0(1 — 2u)A*. 

On voit par les details dans lesquels nous vonons d’entn'r quo, pour 
obtenir I’egalite de pression en tous sens, dans un systhme de molc!- 
cules qui so repoussent, on n’a pas besoin d’admettre, comme I’a fail 
M. Poisson, unc distribution particuliere des molecules autour dc 
I’unc quelconque d’cnlro elles (voir dans les A/maks de Physique e/ 
de Chime un extrait du Memoiro pr6scnte par M. Poisson ii I’Academic* 
des Sciences, le i*'‘ octobrc 1827). D’ailleurs, pour faire coincider la 
formulo (33) avoc cello que M. Laplace a donnec comme propre ii 
determiner la pression cn un point quelconque, dans un fluide 6las- 
tique en equilibre, il suffit d’imaginer quo A represente, non la don- 
site de la masse fluide, mais cello du calorique libre do cetlo masse 
(ootVle'Livre XII* de X'i.Micaniqm celeste)', et il 6tait facile do prevoir 
cette coincidence, puisque rhypothfeso adoptee par M. Laplaco consisto 
k regardcr le ressort des gaz comme produit par la force repulsive do 
leur calorique libre. 
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Considcrons a present les valeurs de A, B, C, D, E, F que deter- 
raineiit les formules (a 5 ), (aC), (27), (28), (29), ( 3 o), cl qui sent 
relaliyes, non a I’etat primitif du systfemc dcs molecules m, 

mais au nouvcl 6lat dans lequcl la molecule w a pour coor- 

donnecs x, y, s. Si Ton suppose que I’etat primitif soil un 6tat d’dqui- 
librc, les seconds membres des formules (14) se reduiront k zero, cl, 
par suite, les formules (aS), (26), (27), (28), (29), (3o) donneront 
simplentenl 

|§[?%8*a/(r)] .,-|§['£c08»«00Sp/w] +|§['-^"cos»aco8r/^^^^ I 

f ^ S [7 /('•)] ^ S [? “*** ^ ^ S ^ ' 

ito S [T /('’)] + S [t ^ i S [? «»S»Y /(C)] I 

B 

I) -.p 


E. 

IK.- 

It importc d'observer quo, dans les Equations ( 36 ), (87 ), on pourra, 
sans orreur sensible, et cn negligeant soulement des quantiles infini- ' 
ment potites du second ordre, remplacer la donsite p par la densite 
primitive A. 

Supposons maintonant quo les sommes comprises dans les for- 
mulos (aS), (26), (27), (28), (29), ( 3 o) v6rifient los conditions qui 
seraient remplics, si tout plan passant par unc molecule et parallele a 
I'un des plans coordonnAs divisait le systfemo cn deux parlies syme- 
triques; c'est-k>dire que, parmi les sommes dont il s'agit, toutes cellos 
qui renferment des puissances impaircs do cosa, do cosp ou do cosy 


||§[7008««W8PC(l87/(r)]-l-|g|^~C()BaC08«pOOS'f/(r)j+|j^j^Y008X(»8|IC08^ 

'■ da S ['a' ^ ^ S ['^ ^ ^ S [7 /l'* 1] ’ 

kaS P^wascospcosiif/tr)] + ^ § |^~(»b»Pco8»y/('-)] + § [--wsp cos*-/ /(/■)] 
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s’6vanouissent. Alors, on aUribuant aux quantites G, H, I, L, M, N, P, 
Q, R les valours quo d^terminent les formules (3y), (38), (3() ) do la 
page 238, on trouvera 



'A=.p| 

g(i + 2j|)+Ij| + r|j+Q^]. 

(38) ^ 

B = p 

■h(.+4)+r|+m^+p§|, 


; c=p 

\ 


s 

, i)=pl 


(39) 

[ E = p 

[(Q + G)|+(Q + i)|i. 


F=p 

[(R + H)§H-(R+(i)g. 


Dans le m^me cas, on admettant quo I’etat primitif dii systbmo soil un 
6tat d’4quilibre, on tirera des formulos (36) et ( 37 ), dans loscjutdb^s 
on pout remplacer p par A, 



Supposons encore quo les valeurs des quantites G, H, 1, L, M, N, P, 
Q, R v6rifienl les conditions (4i) do Particle pr^c^dent, savoir, 


(4a) 


Gd=H=:I, L = M = N, P = Q=tR; 
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i'ft qui arrivora, par cxemple, si, dans r6lat primitif, les molecules m, 
in', m", m„ m^, ... out ete distribuccs do la m6mo manicro par 
rapport a trois plans menes par le point (a, b, c) perpondiculaircmont 
aux axes des a?, / ct s. Alors on tirera dcs equations (4o) ct (4i) com- 
binees avoe la formulo (i 5) 

U=[(L-R)|+nv]4. 

(43) jB=|(L-R)^+R»]4, 

[c = [(l--R)^+Rv]Ai 

<«> 

Knfin, si Ton suppose les molecules m, m' /«,, '"s. ••• primitive- 

meut distribuees autour de la mobiculo m de manibre que les valours 
des sommes comprises dans les equations (37), (38), (39) de la 
page 238 doviennent independantes dcs directions assignAes aux axes 
rectangulaires dcs x, y et 5, on aura, on vertu do la formulo (,45) de 
Tartiele prAcAdent, 

(45) L = 3R. 

Par suite, les fonnules (43) so rAduiront a 

/a = r(u4.,?1)4, 

(46) ® = 

C=r(v + 4)4. 

Lorsque, dans les Aquations (46) et (44)> on pose, pour abrAgor, 

(47) RA = K, 
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et que Ton y remcl pour u sa valeur tiree de la formulc (i5), ces equa- 
tions (leviennent respectivement 



> 

II 

^ ()a ^ dd dc)^ 

0 

II 

(48) 1 

B=K( 

fdl 

db ' day 

II 


II 

\da db dc)' 

II 



\(?a 

\db 


dc, 

da 


Pour faire apprecier I’utilite des formules que Ton vient d’etablir, 
considerons un corps solide et homogene dont I’etat primitif ait ete 
precisement son etat naturel, et dont le nouvel 6 tat corresponde a des 
deplacements tres petits des divcrses molecules. Si Ton fait abstraction 
de la force repulsive du calorique pour lui-m^me, si d’ailleurs on sup- 
pose quo tout plan parallfele k Tun des plans coordonnes divise une 
portion tres petite du corps, envisagec comme un systeme de points 
materiels, en deux parties symetriques, les projections algebriques 
des pressions ou tensions, exercees au point (cc,y,s) centre trois 
plans perpendiculaircs aux axes des x, y et s, seront determinees, 
dans le nouvel etat du corps, par les equations (38) et (Sq). De plus, 
comme les pressions exercees centre la surface se reduiront a zero 
dans r 6 tat naturel, les seconds membres des equations (i 4 ) auront 
des valeurs nulles. Par consequent, les quantit^s G, H, I s’evanouiront 
et ies formules (38), ( 89 ) co'incideront avec les formules ( 4 o)» ( 40 - 
Ces dernieres paraissent efiectivement propres a determiner la pres- 
sion ou tension qui a lieu en chaque point d’un corps solide, lorsque 
I’elasticite n’est pas la meme’ dans tous les sens, et quo le corps offre 
trois axes d’elasticite rectangulaires entre eux. 

Quand I’elasticite redevient la meme dans tous les sens, les condi- 
tions ( 42 ) et (45) 6 tant remplies, les valeurs de A, B, C, D, E, F, don- 
n 6 es par les, formules ( 4 o) et ( 4 i)» se reduisent k celles que four- 
nissent les 6 quations (48). Si Ton substitue ces memes valeurs dans 
les formules (3) de la page 197 , on retrouvera pr4cis6ment les equa- 
tions donn^es, par M-. Navier, dans le M 6 moire pr^sent^ k I’Acad^mie 
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(los Sciences 10 x 4 mai iSax, et d^duiles par M. Poisson, dansleMe- 
luoirc d(iijii cit6, d’unc analyse qui doit s’accordcr sur quolques points 
avoc cello quo nous venons d’oxposer, ol on diff6ror sur quelques 
aulres. C’cst du mo ins ce quo nous pouvons pr6sumor, a la lecture de 
Texlrait quo M. Poisson a donne do son Memoirc dans les Annales de 
Physique, ct de Cfumie, 

Revonons maintonant aux formules ( 38 ) ot (Sg). En supposant la 
densite A constante, ct n6gligoant Ics infinimont petits du second 
ordre, on tircra de cos formules combinees avee I’equation (r5) 



(5o) 


|A- j^(L+0)^ + (R-e)|5+(Q-G)^+G]4, 
B=[(R_H)|+(M + H)i5+(P-H)|+H]A, 
((:=.[(Q-I)|+(I>-I)g+(N + I)g4.l]A, 

E..[(Q + fi)«+(QH-I)«]A. 

(F=.[(R + H)| + fH+0)^]A. 


Lorsquo los conditions (42) et ( 45 ) sont remplies, on faisant, comme 
dans rarticlo pr6c6dont, 

(5j) (R + G)Art:.JA, {R-G)A:rtK, 

et ayant 6gard k la formulo (i 5 ), on trouve simplement 



1 A^A^+Kuh 

A-aK 

D=iAj 

\^dc dbj 

(55), < 


*-aK 

E=iA( 

y^da ^ dc) 


' C=:A^ -hKuH 

A-aK 

^~T“’ 

F=4A( 

fdl dr,\ 


Les valours de A, B, C, D, E, F fournies par les Equations (49) el ( 5 o) 
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oil par les equations (02) coincident les unes avec les valeurs de A, B, 
C determinees par les equations ( 56 ) ou (60) de I’article precedent, et 

augmentees des quantites GA, HA, I A ou de la quantite 

autres avec les valeurs de D, E, F determinees par les formulas (57) 
ou (60) du meme article. 

Lorsque la fonction (’(r-) est telle que, sans alterer sensiblement les 
sommes designees par R et G dans les formules ( 5 i), on puisse faire 
abstraction de celles des molecules m, w', . . ., to,, . . . qui sent les 
plus voisines de la molecule in, on a (voir les pages 242 et 243) 

(53) G = -R=±^jr"°r>f(r)rfA 

Done alors on tire des formules ( 5 i) combin^es avec la formule ( 3 i) 

(54) k = c,, K= 2 RA=q:SA®; 

et, par suite, les equations (62) se reduisent, comma on devait s’y 
attendre, aux formules ( 32 ), la valeur de cj etant determinee par 
I’equation ( 35 ). 

Dans le cas oil les quantites G, H, I, L, M, N, P, Q, R et A sent con- 
stantes, e’est-a-dire independantes des coordonnees a, b, c, les valeurs 
de A, B, C, D, E, F, fournies par les equations ‘( 49 ) ( 5 o), peuvent 

etre evidemment substituees, dans les formulps ( 58 ) de 1 article pre- 
cedent, aux valeurs de A, B, G, D, E, F determinees par les equa- 
tions ( 56 ) et (57) du meme article. 11 y a plus; si I’on substitue la 
valeur de p deduite des formules (i 5 ) et (17) dans les seconds membres 
des equations ( 25 ), (26), (27), (28), (29), ( 3 o), ou, ce qui revient 
au meme, dans les premiers termes de ces seconds membres, attendu 
que, les autres termes etant infiniment petits du second ordre, on peut 
y remplacer, sans erreur sensible, p par A; si d’ailleurs on suppose con- 
stantes la densite A et les differentes sommes indiquees par le signe § 
dans les equations dont il s’agit, les valeurs des quantites designees 
par .3'a, 10*, 3 j dans les equations ( 3 i) de la page 235 pourront s’ecrire 
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t'.omme II suit : 

, _i fdk dF dE\ 
dh\ 
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(55) 


^ _ I /<?F , <)B 
_ I fdE ^dD dC^ 


Done alors, on admettant quo les conditions (i 5 ) ct ( 35 ) de I’articlo 
])r(i<U)dont so trouvout remplies, on aura encore, comme on devaits’y 
atlondro (wirla paf^o ai'i), 


m 


t /dA 
A\da 

lfd¥ 
A \<^« 



OF 

dl 


dE\ 

~dcy 


l(m ^ 
A Wff Ob 


dB r)])\ 
Ob^'Oe)' 


Ov 


Dans l(‘a divisrsos forimilos ci-dossus, on aconsider6 coinino variables 
in(lo|M'ndantos los (juatr(( quantit6s a, b, c, t. Si Ton suppose, au (ion- 
lrair(i, quo I’on prenno pour variables independantes, avec le temps i, 
les ooordonnees au, y, s, il faudra, en vortu des prineipes ddveloppds 
dans rartielo pr6c6dent, remplacer les d6rivecs 




dl 

01. 

Ori 

On 

On. 

OK 

OK 


K^7) 


Ob' 

dc> 

Oa 

Ob* 

07’ 

da' 

Ob’ 

Oc 

par les 

suivantos 








f Kii\ 


01 


df\ 

On 

On. 


OK 

OK 

(0«) 

Oie' 

oy' 

ds^ 

Ox' 

oy 

dz’ 

Ox' 

Oy 

dz’ 


Alors on Irouvera, eomnie k la pa$;c 201, 


(69) u = 

De plus, si Ton ddsigne par 
(60) 


dO! 


dy dz 


A — f(a, b,c) 


la density mesur^e au point (a, b, c) dans I’etat primitif du systbme 
O&Konw cj« < 7 . •> s. u, t. VIII. 35 
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dcs molecules m,7w, w", m^, on tirera de 1 equation (i6), com- 

binee avce les equations (4) ^ article precedent, 


(60 


/(g, b, c) _ f(,ir — J — ni 

P “■ I + u ■“ I u ’ 


puis, en negligeant les infiniment petits du second ordre, on obtiendra 
la formule 


^df(iv,Y,s) Jf{a;,,Y,z) df{x,y,z) 

(62) p = ^ ^ Tz ’ 


qui coincide avec l’4quation (21) de la page 201 . Cela pose, il est facile 
de reconnaitre ce que deviendront, dans la nouvellc hypotbese, les va- 
leurs de A, B, C, D, E, F d^terminees par les equations (25) et sui- 
vantes. On conclura, en particulier, des formules (4o) et (40 

(64) B=Q(g + §)i, 

puis, des formules (48), 



11 

Q 

^dz dy/ 

B = K(^+3|3 + f), 

\da: dy oz) 

II 

\da: ^ dz) 

C = k(^ + J+3^), 

\dx dy oz J 

■ F=:K( 

\dy dx) 


II est bon d’observer que les trois premiferes des equations (65) 
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piuivcnt s’ccriro commo il suit : 

(60) a = k(.|+„), B=k(»0+.), c = k(,|+.). 

Lopsqiie, a I’aide dcs m^thodes cxposecs dans cot article, on a deter- 
mine les projections algebriques des pressionsou tensions exercees en 
iin point quciconqued’un systbme do molecules centre, trois plans per- 
pendiculaires aux axes coordonnes, il suffit do substitucr les valeurs 
<le cos projections algebriques dans les formulcs ( 2 ) ct (nS) dcs 
pages KjOet 202 pour obtenir les 6quations qui exprimcnt les lois 
<re<{uilibre ou dc mouvement du syslbmc. Si Ton combine, en particu- 
lier, ees forrnnles avec les equations (G3) et (G/j), et si Ton suppose 
e.onslantes les quantit6s L,M, N, P, Q, R, A, alors, en divisant tous les 
ternnis par la densile 

= — u)A, 

(d, negligeant les intiniiiu'iit petits du second ordre, on rctrouvera les 
formules (G3), (8^) de I’article precedent, savoir 


(67) 

et 

( 68 ) 


hpi + Il y| -H Q 4 a R ~ H- aO 7^ -h Xr-- 0, 
dx* ()y^ dscOy ^ Oz Ox 

R ^ 4. M ^ P 7^ + a P -5^ 4- 2 R H- Y = 0 , 
<)y* dz* Oydz dxdy 


, «)*£ „ <)*E <J*£ „ d*rt rt <#*C , V < 

Ij “T^" H* H Q H- ^4 R ■ % 2 Q \ * 4 " X — - ■ 

dr* dy^ * dxdy Ozdx 


n + M + p £5 + ,p + ,R 


dioOy 




Ccs derniferes, ainsi que les formules (63) et (64), paraissent specia- 
lement appUcables k un corps solide qui oSre trois axes d’6lasticite 
rectangulaires entre eux. Quand r61a8ticit6 rcdevient la m6me dans 
tous les sens, alors, les conditions ( 42 ) et (45) 4tant remplies, les for- 
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niules (67)9 (68) so r^duiscnl aux suivantcs 


(69) 


(70) 


B(: 


Rl 


(•< 


dx* 

d^ri ^ 
dx* 

dx* 


.£!i 

dy* 




■ 2 -r r h 3 

dxdy 


„ dH , <)’•») 
^ dz* 

^ da* ■ 

dy 


Oz d-t'j 


d/ da dxdy) 


,JLL 

dz dx 




Ki 


d*7] gd*v} 
dar* d/* 


da* 

d*-fl 
' da* 


■ X --'.= ■ 


d*t 


daj* 


d^^'^da* 


+”j%) + 

^Y) , _ d*C 

>xd^ 

>/d 
d*| 




^ dz y ' *' d/'^ 

’ ^ ^ duf d/J d^ ’ 

dt^ ’ 


■ 2 -jH- -4- a 
dz d^Ji! 


. dj- da/ 


c’est-k-dire k cellos quo M. Navicr a donnoos dans lo Momoiro <lo 1821. 

Nous observerons oncoroquo, si Ton subsliluo, dans l(‘slbrniul»‘s(2) 
et ( 25 ) dcs pages 196 et 202, les valours do A, B, ( 1 , I), lil» K dotonni- 
n6es par Ics Equations (82) et ( 35 ), on supposant la donsito A o«n- 
stante, on obliendra six nouvellcs forinulos qui ooincidoroiit, (ui ogard 
k la soconde dcs Equations ( 54 ), avec los formulos (72) (‘t (7.3) do I’ar- 
ticlc pr6cedcnt. 


P.-S. — Pour etablir Ics formules (i 3 ) (page 2.57) ot cellos (}ui 
deduisent, on a suppose quo les divorsos moloculos nt, m, /«,, 

Wj, . . . offraiont des masses ^galos, ot so trouvaiont distribuocs k trl's 
peu prbs de la mbme manibre autour do Tun^quolconquo d’onlro (dies. 
Ces suppositions paraissent exiger quo la donsitb p vario trfes pou d’un 
point a un autre; co qui arrivera, par excmple, si la density A, rolativo 
k I’btat nature!, est une quantity constantc, et si p diffbro Irbs peu do A. 
Klles paraissent exiger encore quo les dilfbrentos sommos indiqudos 
pair le signe 3 soient sensiblement constantos, c'est-k~diro indepon- 
danles des .coordonnbes a, b, c, et que celles des mbmes sommos qui 
reniemewk uit tiombre impair de facteurs 6gaux aux quantit6s cos a, 
■cos^, ccwiYlll^ttnioius^ent Efo lorsque ces conditions sont 
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remplies, les valeurs de A, B, C, D, E, F trouvees dans cet article veri- 
fient, comme on I’a vu, les formules (56), et, par consequent, les for- 
mules (58) de I’article precedent. 

Si les conditions dont il s’agit cessaient d’etre verifiees, les formules 
obtenues dans cet article pourraient ne plus s’accorder avec celles de 
I’article precedent, etalors elles devraient etre rejetees. Ainsi les cal- 
culs que nous venons de faire peuvent devenir insuffisants pour I’eta- 
blissement des veritables equations de I’equilibre ou du mouvement 
d’un systeme de molecules dans des cas auxquels les formules de I’ar- 
ticle precedent seraient encore applicables. 



SUR QUELQUES THfiOUfiMES 

RELATIFS 

A LA CONDENSATION OU A LA DILATATION DES CORPS. 


Considerons un corps solido ou fluide qui, vcnanl changer (h* 
forme par I’effet d’une cause quclconque, passe d’un prcmicii* etat iia- 
turel ou artificiel k un second 6tat distinct du premier. Rapportons 
d’ailleurs tous les points de I’espace k trois axes rcctangulaires, etsup* 
posons que la moUculo correspondantc aux coordonn6es x, y, a 
dans le second 6tat du corps, soit pr^cisement cellc qui, dans' le pre- 
mier 6tat, avait pour coordonn6es los trois differences 

x — l, j' — v, 

Si Ton prend x, y, s pour variables ind6pcndantes, yj, ^ seront (l(‘s 
fonctions de x,y, z qui serviront a mesurer Ics deplaccments dn point 
que Ton considere parallfelement aux axes coordonn6s. De plus, si, 
dans le second 6tat du corps, on designo par 

X ■+■ A®, 7 -4- Ajk, « 4- As 

les coordonn^es d’une molecule m' voisine do m, les coordonn6es de 
m' relatives au premier 6tat seront repr6sent6es par 

: . r-+-A7-(Y,4-gA«r-h^A7 + gA^+...), 
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Cela Roso, soiont elr Ics rayons vecteurs mcn^s do la molecule m a 
la molecule m' dans lo premier el dans le second etatdu corps. Soient, 
en outre, 

Po> yo cl P> y 

les angles formes par les rayons vecteurs r#, r avec les demi-axes des 
' coordonnees positives; et faisons 

(r) 

£ servira de mesure lx ce quo nous avons nomme la condensation ou la 
dilatation Kneaire du corps suivant la direction du rayon vecteur r 
|ootr Volume II, page Gi (')]; et Ton aura 

(a) r cosa — Lr, /-cos^^A/, rcosy^As. 

On trouvera pareillemont, en considerant la quantity rcomme infini- 
ment petite, etnegligeant les infiniment petits du second ordre, 

[ /•»cos«.-A.r-(l|Aa>+^iAj+^iAs), 

(3) j r, cos(3o- A?' - ^ S 

( ro cosy, = A* - Aa; + ^ Ay + ^ As), 

(tu, ce qui rovient au m6me, 

I r, cos «, ■ : r ^cos « - ^ cos a - ^ oosP - ^ cosy) , 

/■, C 08 po= r^cosp - ^cos« - ^cosp - ^ cosy), 
r, cosy, = r ^cosy ~ cos« - ^ cosp - ^ cosy) ; 


(*) OEwm de Cauehy, S. II, T. VII, p. 83. 
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' puis, on tirera des equations (4), combinees avec la formule (i), 



Done, si Ton fait pour abr^ger, comme a la page 62 du second Vo- 
lume (^), 



on aura simplement 

(8) ^7:^) =Acos*a4-Bcos®p+Ccos*y-i-aDcosPcosy-i-2EcOsycosa-i-2Fcosacos|3. 

Les equations ( 5 ) et (8), qui coincident Tune et I’autre avec la for- 
mule (i 2) de la page 199, fournissent le moyen d’exprimer la conden- 
sation ou dilatation lineaire mesuree par e en fonction des angles a, 

P, y. Ajoutons ique si, a partir de la molecule m, on porte sur la direc- 
tion du rayon vecteur rune longueur ^uivalente a i-f e, on aura, en 
d^signant par 

x + x, y + y; s + z 


(1) OEuvres de Cmshy, S. II, T. VII, p. 85. 
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Ics coortlonnees de rextremite dc ccttc longueur, 


y z 

cos (3 cosy ^ > 


('I qu’eii consequence la formule (8) donnera 


(lo) Ax* + By* + Cz®H-aDyz ■+■ aEzx -h aFxy i. 


Done I’extr^mite de la longueur 1 + e sera silu^e sur la surface dc Tel- 
lipsoide repr6sent6 par I’equation ( 10 ). Enfin, si par cetto extreinile 
oi\ infene une nortnalc a rellipsoide, les angles X, [i, v compris ontre 
normale et les detni-axes dcs coordonnecs positives seronl d6ter- 
niiiu'^s par la formulo 

cosX 

Acos« Fcosp H-Ecosy 

COSfX 

i’ cos a + Rcosfi ■+■ D cosy 
Bcosa 4^1)c08l3 'M^cosy ' 



Lorsqu(‘ Ic rayon vectour r cst dirig6 suivant Tun dos axes do i’cllip- 
Koide, la dilatation ou condensation raesur^,c par e sc r6duil k Tuik! de 
celles quo nous a'vons nominees condensations ou dilatations princi- 
pales; ct, comme, dans ce oas, la normalo sc confond elle-mSme avec 
le rayon r, on tire do la formule (i i), en y remplagant X par «, p. par p, 
et V par y, 

Aco s« + Fcos (3 + Ecosy 

COSCC 

Feosoi h-BcosP H-Pcosy 
oos^ 

E co s a - 4 - P cos P - I- C cosy _ 
r ' cosy 



Observons encore que, aprks avoir d^duit e do I’^quation (8), on 
pourra, quelles que soient lesvaleurs dc a, §, y, determiner ies angles 
«o» Y» ^ Equations (4*). ou, co qui revient an m^me, k 

d£ii>rMdWC.~S.n,VVIU. 36 
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I’aidc de la formulo 


/ COS«o ; 

cos«— —cosa — ^cosjJ— ^^cosy 
dx dy oz • 

(‘3) ' cos|3~ ^cosa— ^cosp — ^Jcos-/ 

=,+£. 

~ dX, dX . dX 

\ ‘^osy-j52COS«--^-cosP-g^cosy 

Conccvons maintenant que dans Ic premier eial du corps on incin* 
par la molecule m un plan perpendiculaire au rayon vectour r„, cl 
soiont m,, . . . des molecules clioisies arbitrairemcmt dans hi plan 

dont il s’agit, Designons d’ailleurs par a^, bo, Co el par a, I), l<‘s angles 
que le rayon vecteur mene de la molecule m h la moliMiule />/, forme 
dans le premier el dans le second etat du corps avnc les demi-axes des 
coordoniiees positives. On aura neccssaircment 

( 1 4 ) cos (Xo cos ao 4- cos jS, cos bo + cos y, cos (!„ — o. 

De plus, les angles ao, bj, c#, a, b, c dovant etre lies enire eux dt? la 
m^me manifere quo les angles a#, po* To> P* T» 

cos Bo 

<)i " . <)i , dl 

cos a — cos a — -f- cosb - • cose 

().{! <)y 03 

cosl)o _ 

, dn do , t>Y) 

cosb ” 3- cosa — -r- cosb — -r - cos c 

ox dy 03 

_ COSCo 

dX "dC ~” dt “ 

cose — cosa cos!) r- cos c 

ox oy Os 

Or, s.i dans I’^quation (i4) on remplace les quanliUis 

'■ ■ 'cosKo, cosPo, cosy*; cosa*, cosbj, cosc# 

. 1 . . ' 

par lesd4nq]QWa^iir5)4e&l^r^o()s comprises dans les formulas (i3; 
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(‘t (it)), on on lircra, eu 6gard aux equations (0) el (7), 

I 'h(Ecosa-t-Dcos(3 + Ccosy)cosc = o; 

puis on conclura de cettc dcrnifere combinee avec la fomule (i i) 


(17) 


cosa cosX ■+■ cosb cosfx + cosc cosv == o. 


Done, dans lo nouvcl etat du corps, le rayon vectcur mono de la mole- 
cule m ii iu molecule m, formcra un angle droit avec la normalc monee 
|)ar rextr 6 mitc d(^ la longueur i -1- e a I’eHipsoido quo represcnle I’e- 
qualion (10), ou, on d’autres termos, co rayon vcclour sera parallcle 
au plan tangent li I’eHipsoide; el, comme on pourra on dire aulant d(‘ 
(out rayon vecteur qui joindra la molecule m a Tunc des molecules m,, 
/Wj, il est e.lair qu’un plan unique, parallMe au plan tangent, ren- 
f(*rinera toub's c('.s inolee.uh's. D’ailleurs I’ellipsoide reprosenlc' par I’e- 
(juation (10) est semlilahle a celui dans lequel so transforme uim 
portion intinitnent petite, du corps comprise sous une surface spherique 
dont 1 (( centre coincid(' ave.c la mol 6 cuIe m, tamlis quo le corps se con- 
<lense ou se dilate; etles axes des deux ellipsoides sont, non seulement 
proportionnels, mais encore diriges suivant les memos droites, d’oii il 
r('58ulte quo les plans tangents menes k cos deux ellipsoides par des 
points aitu 6 s sur un soul diamidro sont paraHeles entre eux. On pout 
done enoncer la proposition suivanto ; 


TiniORfeME I. — Siipposons qu'un corps se condense ou se dilate par I'effel 
d’une cause quehonque. Concevons d’ailleurs que I’ on conslruise, dans 
I’dkU prirnitif du corps, une sphe're injinimenl petite, qui ait pour centre 
la moldcule m, et qui renferme en outre un grand nomhre de tnoMcules 
voisines, puis, dans le second dial du corps, I'eUipsoide dans lequel celie 
sphire s’ est transformde. Les moUcuhs primitivenwnt situdes pres de la 
molicuk mi sur un diamStre de la sphire; 2® dans un plan perpendi- 
cukure h ce diamitre, se iromeront transporties, apris le changernent 
d’itat du corps : 1® sur le diamilre de I’eUipsoide correspondant au dm- 
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mitre donni de la sphire; 2° dans le plan diamitral paraMe ava: plans 
tangents menes d VelRpsoide par les exlremitis du nouveau diametre. 

Au reste, pour etablir directement le theorfemc qui precede, il suffit 
d’observer que, apres le changement d’etat du corps, les molecules pri- 
mitivement situees, pres de la molecule m, dans un plan tangent a la 
sphere, doivent evidemment se trouver transportees dans le plan tan- 
gent a I’ellipsoide, ct que d’ autre part des molecules tres voisines, pri- 
mitivement comprises dans des plans paralleles, devront encore etre, 
aprfes le changement d’etat, renfermees dans des plans de cette espece. 

Si la molecule m! est tellement choisie que, dans le second etat du 
corps, le rayon vecteur r mene de to a to' coincide avec un des axes de 
I’ellipsoide, la dilatation ou condensation mesuree suivaht le rayon 
vecteur r sera I’une des dilatations ou condensations principales, et 
dans le meme cas, mais dans ce cas seulement, les molecules to,, 
TOg, . . . primitivement situ6es prbs de to sur le plan perpendiculaire a 
la droite qui joignait les points materiels to, to', se trouveront encore 
sur un plan perpendiculaire au rayon r. II est aise d’en conclure que 
des molecules primitivement comprises dans une surface normale a la 
droite qui joignait les points materiels to, to', jouiront de la m^me pro- 
priete dans le nouvel etat du corps, si dans cet 6tat le rayon vecteur 
mene de to k to' est I’un de ceux suivant lesquels se mesurcnt les con- 
densations ou dilatations principales. On peut d’ailleurs considerer, 
dans les deux etats du corps, la distance trfes petite qui s^pare les 
points to et to' comme I’element d’une courbe qui couperait k angles 
droits la surface ci-dessus mentionnee; et Ton est ainsi conduit a la 
proposition suivante : 

Th^oiuSme II. — Quoad un corps se dilate ou se condense, pour que 
des moldcules prinatwement siiudes : i’’ sur une certaine surface; 2“ sur 
une courbe normcde a cette svafajce, se trouvent encore, apris leur dipla- 
cement, sur une siaface et sur une courbe qui se coupent a angles droits, 
il est nicesscUre et il suffit que la tangerUe merUe a la seconde courbe, par 
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le point oil ceUe-ci rencontre la seconde surface, offre VvtJie des directions 
smvanl lesqueUes se mesurent les dilatations ou condensations principahs. 

Gonsiderons maintenant un corps solide elastique dont la surface 
libre soit soumise en chacun de ses points a une pression normalo, 
par exemple, a la pression atmosph^rique; et supposons que, pour 
etablir les equations d’6quilibre ou de mouvement do ce corps, on ait 
recours aux principes ci-dessus developpes (pages uo3 et suiv.), ou, 
ce qui revient au meme, aux principes exposes dans le precMent ar- 
ticle, en se bornant toutefois au cas oil I’elasticite resto la memo dans 
tous les sens. Alors, en chaque point du corps pris dans un etat dis- 
tinct de I’etat naturel, trois directions, designees sous le nom de prin- 
cipaks et perpendiculaires entre elles, correspondront en meme temps 
aux trois pressions ou tensions principales et aux trois condensations 
ou dilatations principales. D’ailleurs, en un point quelconque de la 
surface libre, la pression exterieure, etant, par hypothese, normale a 
cette surface, sera necessairement une pression principale. Done la 
condensation ou dilatation lineaire mesuree trfes pres de cette sur- 
face et suivant une direction normale sera Tune des condensations ou 
dilatations principales. On arriverait encore evidemment k la meme 
conclusion, si la pression exterieure supportee par la surface libre du 
corps elastique se rMuisait a zero. Cela pose, on deduira. immediate- 
ment du theoreme II une nouvelle proposition dont voici Tenoned : 

TsutontME III. — Si, I’ilasticite d’un corps itant la mime dans tons les 
sens, la surface libre de ce corps est soumise a une pression normale ou d 
une pression nulle, tandis que ce corps passera de I’dtat naturel d un 
nouvel etat, ime droite comprise entre deux moUcides situees pres de la 
surface libre, et prmitivement normale d cette surface, ne cessera pas de 
la cooper d angles droits. 

Concevons a present que le corps elastique se reduise dans son etat 
naturel k une plaque trks mince et comprise entre deux plans paral- 
Ikles qui soient soumis k des pressions normales. Supposons, de plus, 
qtte, cette plaque venant a changer d’etat, sa forme varie trbs peu, et 
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dc nvjiniferB ^U6 Ibs d^plsccmcnts dcs nioloculcsi soiciil. (lOb potith. Ij( ^ 
deux plans parallfeles qui tenninaientpriinitivemcnlla plaque so li'ans- 
formeront on doux surfaces eourbes dont les courburcs priiudpales 
seront trfes petites en cliaquc point; et Tepaisscur dc la plaque, nu‘- 
suree apr^s le cliangement d’etat, sur I’uno qiieloonque des droit(«s 
normales a I’unc de ces deux surfaces eourbes, ditlercra Iri's pen <l(t 


I’epaisscur primitive, e’est-a-dire de la distance qui se[)arat( d abord 
les deux plans ci-dessus mentionnes. AJoutons quo, en verlu du troi- 


sifeme tlieoremc, les diversos'molecules primitlv(Mnent siluees sur une 


perpondiculaire commune aux doux plans dont il s’agit so trouv<'ron( 
transportees sur un petit arc de courbe qui eoupera ces deux surface's 
eourbes a angles droits. D’ailleurs, ce petit arc de (jourbe se conlondra 
sensiblementavec sa cordc ct dc telle sorte que, si 1 on regarde I epais- 
seur de la plaque comme une quantite infinirnent petite du premier 
ordre, la distance entre I’arc et la cordc sera inhnimeiit petite du se- 
cond ordro. II y a plus, on pourra en dire autant d’un elemtmt de Pare 
en question et de la cordc de cot eldmcnt; d’oii il suit que (u*,tte der- 
nifere cordc ppoIong6e sera sensiblemcnt normale aux deux surfae.es 
eourbes. On pourra done enoncer encore le tUeorem(^ suivant : 


Tu^K)nfeME IV. — Si une plaque dlastique Ire's mince et primitimnent 
comprise enlre deux plans paraUiks se condense oti se dilate, niais de rna- 
nUre que sa forme varie trds peu, deux moldcuies, primitimnent siluees 
sur une perpendiculaire commune aux deux plans, sc inmveront, apr^s le 
changement de forme de la plaque, sur une droite sensiblement normale 
aux deux surf exes qui remptaceront ces rrdmes plans. 

Si Ton supposait la plaque ciastique prirniliveraent comprise, non 
entre deux plans parallbles, mais entre deux surfaces eourbes separecs 
Tune de I’autre par une distance tres petite et constante dans touh* 
r,^tan^ue de la plaque, alors, en raisonnant toujours de la m^me ma* 
nifetei p)^ obtiendrail, au lieu du tli^oremelV, la proposition suivante ; 

'jfdt^ajSasbi Vi Si uni plaque ilastique. primitistement courbe, rrum tr^s 
niinciei 'ii^ktiiiiSailsa^ si dilate ou se condense de rmnidre 
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(fue sa forme varie Ires peu, deux moldcuks, primilwemenl siluees sur une 
droite sensihletnent normcde aiix deii,v surfaces gui terminmeni la plaque, 
se trouveront encore, opr^s k cJiangemenl de forme de ces deux surfaces, 
sur une droite qui pourra Hre considdrde comme perpendiculaire d I' une 
el d I' autre. 

Kn tcmiinant cot article, nous ferons obscrvoi* quo, si un corps subit 
a (lilfcrenlcs c.poqucs dos cliangemo.nts do fornio quclconques, la dila- 
tation OU condensation dolinitive d’un volume tr^s petit, <[ui ronfermo- 
rait neanmoins avee la molecule m un grand nombre de moloeulcs 
voisines, sc dediiira sans peine dos dilatations ou condensations suc- 
eessivement eprouvoes par ce volume aux epoqnes dont il s’agit. En 
ell'et, soienl u,, Uj, ... les quantitos propres li mesurcr ces dernil'res 
dilatations ou condensations, en sorte quo le volume en question vari(' 
il une premilu’e epoque dans Ic! rjipport de i li t •+ u,, ii umi seconde 
epoque de i ii T-+-U2, etc. Le meme volume aura debnitivement varie 
dans le rapport de I’linite an jiroduit (1+ u»)(n- Ua) •••• Hone, si Ton 
nomine u la quantite jiropre ii mesurer la dilatation ou condensation 
debnilivo do oe volume, on aura 

(18) I + U — 

Si los changements de forme successivement 6prouves par le corps 
sont peu considerables, alors u,, Uj, ..., u scront des quantiU'iS Iri's 
petites, et la formulo (18) donnora sensiblement 

(19) U ~Ui + Uj-+-.. .. 

l/eqnatiou (19) comprend un theoreme dontvoici Tenoned : 

THttORfeMB VI. — Si un corps subit d dijf dromes ipoques des cfmnge- 
menls de forme Irds peu sensibks, la dilatation ou condensation ddjinitive 
qudprouvera le volume d’un des dlimdnts de ce corps sera la somme des 
dilatations ou condensations successivement dpromies par k rndnut vo- 
lume. 



SUR L’fiQUILIBRE 

£T LE 

MOUVEMENT D’UNE LAME SOLTDE. 


§ I. — Considerations generates. 

Considfirons une plaque solido qui offrc dans i’etal nature! une 
epaisseur tres petite, ot qui se Irouve alors comprise entro. deux sur- 
faces cylindriques trfes voisines Tunc de I’autre. Supposons, en outre, 
que cettc plaque s’^tondc ind4finiment dans le sens de sa longueur, 
e’est-k-dire dans la direction des generatrices desdeuxeylindres, mais 
qu’clle soit terminec, dans le sens do sa largeur, par deux plans pa- 
rallfeles ces generatrices. Un element de la plaque, renfermt! enlre 
deux plans tr^s voisins ot perpendiculaires aux generatrices dont il 
s’agit, sera ce que nous nommerons uno kmc soliUe; H, par suil(*, la 
longueur de cette lame coincidera precis6ment avec la largeur d(^ la 
plaque. Gonceyons maintonant que la plaque, et Ics lames solides dont 
elle se compose, viennent k changer de forme, mais de manilire que 
les surfaces qui la terminent no cessent pas d’6tre cylindriques, (it que 
des molecules, primitivement situ6es sur une paralUde aux gdnAra- 
trices des deux cylindres, satisfassent encore k la mSmo condition 
aprks leur d^placement. Supposons d’ailleurs que, dans Ic nouvel 6tal 
la plaque, on applique aux m<>l6cules qui la constituent des forces 
ac^^iiatrices donates, et aux surfaces cylindriques qui la terminent 
des ptes^ons ext6rieures normales k ces surfaces. Enfin, admettons 
qiidV Ipk forfces aco4l6ritrices itant dirig^es comme les pressions dans 
des p^sid^i^^l^ikqdji^uiaires jiux gfin^ratrices des deux cylindres, les 
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directions ot Ics intonsites do ces forces ot pressions, ainsi que la na- 
ture ct la densile do la plaque, soient les memos pour tous les points 
situ6s sur unc parallble a ces generatrices. Les equations d’equilibre 
ou do mouvement de la plaque, qui seront en memo temps cellos de 
chacunc des lames qui la composent, coincideront evidemment avec 
les equations d’equilibre ou de mouvement de la section faite dans la 
plaque par un plan porpcndiculairo aux genbratrices des cylindres. 
Done, pour deduiro cos equations des formulcs qui expriment genera- 
lemcnt les lois de I’^quilibro ou du mouvement d’un corps solide, e’est- 
a-dirc des formulcs (2) ou (aS) des pages 196 ou 202, il suffira dc. 
faire abstraction de Tune des trois dimensions de ce corps. Cola pos6, 
rapportons tous les points do I’espace k trois axes rectangulaires des 
<x},y, s, ct prenons pour axe des s uno droitc parallble aux generatrices 
(les surfaces cylindriques qui terminont la plaque. 

Soient d’ailleurs, dans I’btat d’bquilibre ou de mouvement do cette 
plaque, 

m unc moibcule comprise dans lo plan des <», 7 ; 

X, y Ics coordonneos de cette molecule ; 
p la densito de la plaque au point (a?, y); 

(p la force accblbratrice appliqubo k la moibcule m; 

X, Y les projections algbbriqucs de la force 9 sur les axes des a; etj ; 
p\][f les pressions ou tensions exercbes au point (a>*y) contre des 
plans perpendiculairos a I’axe des a? et k I’axc des/; 

A, F les projections algbbriques do la pression ou tension p' sur les 
axes des xciy\ 

F, B les projections algbbriquos do la pression ou tension p" sur les 
mbmes axes. 


On trouvora', s’il y a bquilibre, 
dK . <JF 


(0 




dF , V 

+ -377 -H p Y = 0 . 


Si, au.contraire, la plaque se meut, alors, on dbsignant par (p la force 
asuvrtt d» c, - s. n, t. vm. 
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acc^l^ratrice qui serait capable de produire lo mouvomcnt olToclif d(‘ 
la molecule m, et par Ai, ^ les projections algebriques do colto force' 
sur les axes coordonn 6 s, on trouvera 


(3) 


+ ^ P (A- — — o» 


duo 




Dans I’un et I’autre cas, si Ton nomme 

a, p les angles compris entre les demi-axos dcs coordonnee's positives 
et un autre demi-axe 00 ' mcne arbitrairement par lo point (a?,/) ; 
la pression ou tension exereee au point (ar, y) contro le plan ix'rpen- 
diculaire a ce demi-axe et du c 6 t 6 qui le regarde; 

X, [i. les angles formas par la force p avee les demi-axes des cc et,y posi- 
tives, 


on aura, cn vertu des formulcs (3) de la page T 97 , 

(3) jt>cosX = Acosa'+ Fcosp, /)cosjjt,~Ecos«-f- AcosjS. 


Enfin, si Ton suppose le point {x,y) sitii^ sur Tune des surfaces cy- 
lindriques qui terminent la plaque, et si Ton fait coincidcr hs demi-axo 
00 ' avoc la normale a cettc surface, les valours prec 6 dontos do jocosX, 
jocosp. dovront so confondre, au signe pros, avc(j les projections algo- 
briques de la pression exterieurc appliqu('5(! ^ cetto surface dans unc 
.direction normale. Done, si Ton d 6 sign(i alors par P la pression oxto- 
rieure correspondante au point (a?, y), on aura encore • 

(4) Acosa + Fcos(3=— Pcos«, Pcosa-f-Bcos^— — Pcos^l. 

On ne doit pas ojiblier que ces dernitres formulos subsistent soulo- 
ment pour les points situ 6 s sur les surfaces cylindriqjjes ci-dessus 
mentionn 6 es. 

Ill reste k faire voir comment des Equations (i), ( 2 ) et ( 4 ) on pout 
d^duirc celles qui d^terminent k un instant quelconque, dans f^tat 
d^kil^ilibre ou .de lijouvement, la forme de la plaque ou pluWt de la 
faite par le plan des a?,/, et, en particulier, les divers changc- 
qui, 6 taat comprise cUns ce mftme.plan. 
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divisait primitivement I’epaisseur de la plaque en deux parties 6galos. 
Toutefois, comme la determination do cette ligne, quo nous appclle- 
rons ligne moyenne, s’effectue do diverses mani^res ct entrainc des 
oalculs plus ou moins etendus, suhant quo Ton considfere unc lame 
elastique ou non elastique, naturellement plane ou naturellemenl 
oourbo, d’unc epaisseur constante ou d’une epaisscur variable, nous 
renverrons le developpement de ces calculs aux paragraphes suivants. 

§ II. — Equations d’equiUbre ou de mouvement d’une lame 
naturellement droite et d’une ipaisseur constante. 

Concevons quo, dans I’etat naturcl do la plaque ci-dessus mention- 
n(ic, los deux surfaces cylindriques qui la terminent se reduisent a 
deux plans parall'eles, s^pares Tun de Tautro par unc tr^s petite dis- 
tance. Chacune des lames qui composeront cette plaque sera ce qu’on 
pout appeler une lame naturelleinont droite ct d’une 6paissour con- 
stante. Cola pose, reprosentons par 2 /i I’^ipaisseur naturcllo de la 
plaque, et prenons pour plan des a?, celui qui divisait primitivement 
<;ette epaisaeur en deux parlies egalos. Supposons d’ailleurs quo, dans 
le passage de I’^tat naturcl k I’^tat de mouvement, les deplacements 
des molticules soiont tr^s petits. La ligne moyenne de la section faite 
par le plan des x,y, aprbs avoir coincidd dans I’dtat naturel avec I'axe 
des X, doviendra, en vortu du changement de forme do la plaque, une 
courbo plane, mais dont I’ordonndc sera trfes petite. Ddsignons par 
/(«r) cette ordonnde. Soil, de plus, rla diffdrence entre I’ordonnde y 
d’unc moldeulo quelconquemcorrespondantc k Tabscissc x ct I’ordon- 
nde /(a?) de la ligne moyenne, en sorte qu’bn ait gdneralement 

(5) y ==/(«) 4- r. 

Soient enfiu 

(6) , as-l, y~n 

les«coordonndes primitives de la moldcule m qui, dans I’dtat d’dqui- 
libre ou de mouvement, coincide avec le point (x, y); I, yj seront des 
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fonctions de a?, y qui serviront k mesuror les d 6 placomcnls do cctt(^ 
. molecule parallklement aux axes; ct, si Ton considt^rti cos doplaco- 
ments comme infinimcnt potils du premier ordre, la foncUoii /(m) 
sera encore uno quantite infiniment petite, ainsi quo sa deriv 6 o /'(«)• 
II est ais(§ d’en conclure quo, si Ton vout prendre pour variables iiule- 
pcndantes a? et r au lieu de x et j, il sufiira d’ 6 criro, dans les.ibrmules 
(i) et (2), la lettrc r k la place do la lettrc y. Soicnt elfectivement, 
dans le eas oil I’on regardc x, y comme variables indepcndantes, 

(7) A = F(«, 7 ), 

(8) f=x(».r)- 

On tirera des formulcs ( 5 ) et (7), en regardant a? ct r comme variables 
ind^pendantes, 

(9) !='• 
et 

ou,‘cc qui revient au mfeme, 

(II) J')H-X(«,/)/'{aj), ^r=X(a,7). 

Done, en n^gligeant vis-k-vis do j) le terme X(x,y)f{x) qui 
est infiniment petit, on aura simplcment 

(la) ^ = 

Or, de ces dernikres equations, compar^cs aux formules (8), il rdsulte 
que, si Ton prend pour variables independantes m et r au lieu de x 
et j, on devra, aux dkriv^es partielles 

' ' ' dkdk‘ 
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subslilucr los suivantes ; 

dx^ dr 


Cette conclusion demeurant exacle, tandis que Ton remplace la lettre 
A par la Icltrc B ou par la Ictlro F, on tircra des equations (i) et (2) : 
I" on supposant quo la plaque soit en equilibre, 


(i3) 


dx 


dr 


~ pX: 


dB 

dx “dr 


■pY: 


2® on supposant quo la plaque sc meuve, 


(i4) 


dix 


OF 

Or 


•4"p(X. — As) 


<JF ()B ,,, 

S + ^ + l>(T-3')=o. 


Ajoutons quo los formulos (28) do la page 2o3, qui fournissent des 
val(^urs trbs approchccs do K, ;7 dans lo cas oil I’on considere x ety 
(^ommo variables independantos, subsistoront encore k trks peu prfes, 
(juand on rogardcra commo ind6pcndantes Ics variables x et r. Done 
aux equations (14) on pourra substituer cellcs-ci : 


(15) 



Or 


-t-pX: 




55 + 57:+plf = P 


OH 

dt* 


Quant aux formules (4)s H r6sulto des suppositions admises qu’elles 
donneront k trbs pou prbs, pour /• = — A et pour r = A, 

(16) F = o, B=-P. 

En offcl, dans I’btat naturcl de la plaque, la section faite par lo plan 
des X, y 6tait renfermbo entro deux droites parallfeles k I’axo des x, ot 

roprbsentbes par los Equations 

« 

(17) y--h, y^h. 

Or les deux courbos, dans lesquelles ces deux droites se transformont 
en vertu des dbplacements infiniment petits des molecules, diffbronl 
trks peu de ces mfimes droites. Done, si Ton dksigno par a, p los angles 
que forme la normalo k Tune de ces courbes avec les demi-axes des x 
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et y positives, on aura sensiblcmcnt, c’cst-a-dire on negligcant dcs 

quantites infiniment petites, 

(i8) cosa = o, cosP = i. 

D’ailleiu’s los angles dont il s’agit sont evidomrnent ceux quo (iompren- 
nent les formules (4)» et qui determinent la direction do la nornialc a 
•Tune dcs surfaces cylindriques entre lesquclles la plaque se Irouve 
d^finitivement rcnferm6e. Done les formules ( 4 )> qui subsistent pour 
tous les points de chacune do ces surfaces, sc r6duiront sensibleinenl 
aux equations (i6). Enfin, comme une droite primitivetncnl porjiendi- 
culairc a I’axe dcs x, et propre a mesurcr la demi-epaisaeur do la 
plaque dans I’^tat naturel, changera trtss peu do longueur et do direc- 
tion, en vertu des deplaccments infiniment polits des molecules, il 
est clair que, dans I’etat d’ 4 quilibro ou dc mouvemont, — h et -t- h 
seronl b tr&s peu prfes les valours do r correspondantos aux doux 
courbes qui remplaceront les lignos primitivomont represontecs par 
les equations (17). 

Concevons maintenant que, dans les equations (i 3 ), (r 5 ) ot (ifi), 
on developpe les quantites 

A, F, B, X, Y, n, 

consid6rees comme fonctions dc x et de r, suivant les puissances as- 
cendantes de la variable r; ot soiont, on consequence, 

(19) A = Ao+ Ajr + Aj — 

(20) F = Fo -t-F,r -f- Fj — -+-F* + . . ., B B|— Bj + 

(21) X=:'Xo +,Xir4- X* — Y~ Y() + Yj ^4- Y| ~ 

i. r® • jr® 

( 22 ) 5 Yi=YJo + 4-,.., 

Am F„ Bo, X«, Yo, 5 o» T]*; A,,FoB„X,,Y,, 5 i. vji; dSsignanl des 
fonctions de la seule variable x. Supposons d’ailleurs constantes la 
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pression P ct la dcnsile A relative a T^tat nalurel de la plaque. La den- 
sile p, infiniment peu differente de A, pourra ellc-meme etre regardec 
(5omme constante; et les formules (i3), qui doivent subsister quel quo 
soitr, donneront 

(23) ^‘4-F,+pX, = o, 


tandis quo Ton tirera des formules (i 5) 

I .H \ , p , _Y — - dK\ I Ti , Y » f, d*?' 

(“'*1 ttt : +*^‘'+ P ^«- P ' 3 ir ’ ^ + ' s ~ i - pXi-p “ 


dx 

d?. 


dt^‘ 


i ,.N '■■■ » n V d^TOo dVi „ V d*1f)t n , V d*Y)j 

( 26 ) -IJ- +Bh-pYo=P-^» :5i +®*+pY‘ =?!?■’ 


Mais les formules (i6), qui doivent etre verifies sculcment pour 
r — — A ct pour /• = /i, donneront 

Fo + Ftf +•••=<>, F,+ F,|+...=o; 

B, + B, I +...=- P, B, + B,j+...~o. 

II cst important d’observer que, dans les formules pr6c6dentes, 

Aoj E(i> B#* no 
reprtisentent les valeurs do 

A, F, B, I, -n 

qui correspondent ii uno raleur nullc de r. Done 

Aoi Fo ®t Foi Bo 

oxpriment les projections alg^briques des pressions ou tensions cxer- 
c6e8 centre des plans perpendiculaires aux axes des m et / cn un point 
de la Ugno moyenne ; et Sot vjo oxpriment les d^placemonts do cc point 
mes'ur^s k partir do sa position primitive parallblement aux m^mos 
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axes. Or le second do ces d6placoments ne sera cvidcmincnt autre 
chose que I’ordonnec de la ligne moyenne, en sorte qu’on aura ideiili- 
quement 

(aS) ro=/(^)- 

Quant aux quantites 

Ai, Fi, Bi, $1, vii> Aj, Ft, Bi, ^t5 ■nj* 

elles exprimeront les valours de 

dk d¥ dB d-n <?*A ^ (H 

dr’ dr’ dr’ dr’ dr’ dr^’ dr*’ dr*’ dr* dr* 


correspondantes a r = o. Enfin 

(ag) Xo, Xi, Xt, Y*, Yj, Yt, ... 


representeront cc quo 
(So) X, 


deviennent, pour r= o, las quantites 

d*X V dY ()*Y 

dr*’ Ir’ dr** 


D’ailleurs, si X, Y consid6r6os comme fonctions de.s varial)l(!s a.*, / 
sont continues par rapport k ces variables, les expressions ('lo) diflere- 
ront trbs peu des fonctions qu’indiquent les notations 


(3i) 


X, 


^ d^ 

dy’ dj'*’ 


V dY d»Y 
’ d/’ df*’ 


dans le cas oil Ton regardo a?, y comme variables independantos. Done, 
pour obtenir les valeurs trks approch^cs dos quantites (2<)), il suflira 
de poser, dans les expressions ( 3 i), r= o, ou, h trfes pou prbs, y ~ o. 
L’erreur commisc alors, 6tant du mSme ordro quo los d6placements 
Y), devra 6tre consid^r^e comme indniment petite. 

.Ilreste k montrer ce que deviennent les formules (aS), (a4), (aS), 
(26) et(a7), daiis le cas ok la quantity h est trks petite. Or, si Ton ne- 
glige dans une premiere approximation tous les tenues qui ont pour 
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(acitf'up h'^, oommo on devra Ic fairo cffpctivcmenl, si, h elant du memo 
ordro qu(i les doplacements y], on atlribuo au temps / une valeur pen 
I’onsidei'ablo, on tircra des formulas (27) 

(.Si) Fo=o, no = — P, F, = o, Bi = o; 

puis, (les forraules ( 23 ) ct (24), 

<»») ^+pX. = o, Y.= o, 

(andis (juc les formules (20) el (2G) donneront 


_i Q V n (^^^0 Y d^via 

7^ + pAo-p-jpr> 


I.a pn'uiiere des formules ( 33 ) determine, dans le cas d’equilibre, la 
vabnir de la pression ou tension A#. Quant h la sccondc do cos for- 
mul('s, ell(i ('xprime (ju’une lame naturellcment droite, ct d’une epais- 
seup constant(i, mais trbs petite, ne jyeut roster on equilibre apri's un 
(•lian}'(mient de forme presque insensible, a moins quo les forces aece- 
l('‘ratriees appliquees aux divorses molecules no soient dirig^es si tr{>s 
peu prbs dans le sens de la longueur de cettc lame. O’est ce qu’il 6lai( 
facile do pr6voir. Ajoutons quo les formules ( 33 ), une fois admises, 
entrainentlos formules ( 34 ) dont la seconde determine, pour des va- 
lours peu considiirables doL Tordonn^o vj# dela ligne moyenno, quand 
la |daquo est on mouvement. 

La pression A, n’est quo le premier termc du developpemenl de la 
prossion A suivant les puissances ascendantes de r. Si Ton vent deter- 
miner, dans le oas d’equilibre, le coofificient A, du second (nrme de (le 
mftino diiveloppomcnt, il faudra rccourir a une approximation non- 
voile, on supposant que la quantity h, quoique fort petite, devienno 
lri>8 8up6rieure aux valeurs numtiriques des d6placements 5. "q. et eon- 
servor, dans la premifere des formules (24), les termes proporlionnels 
au carr6 do h. Si d’ailleurs on continue de negligor les puissances de A 
d’un degr6 sup^rieur au second, les formules (27) pourront fitro r^- 
catwm 4» G. - S. n, t. Vltl. 38 
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duitos aux suivantos : 


( 35 ) 




Vr 


JT 

6 



Or on conclura do cclles-ci, combinecs avcc la sccondo des ('(fiiii 
lions ( 23 ) et avoc los doux dcrniferes des equations (a/i), 


(3C) 

5S \ da: 

+ pXij, 

(3?) 

»1- Q 

1 1 

1 


AS 

Uo=-PH-7pVi, 



Par suite, la premiere des equations (a'l) donnera 


( 38 ) 


/i> £/*A, 


3 djs * 

ou, ce qui revient au mSrae, 
( 39 ) 




, /3Y„- J„ , ^/X,\ 


llest bon d’observer que, la quanlito devant Otre, dans lo cas dV*- 
quilibre, tres petite ot du memo ordre quo A*, lo rapport - que ren- 

forme la formule (39), no sera pas necossairemnnt Ires considerahb', 
comme on pourrait-le croire au premier abord; et qu’*en consequc'iice 
la fonction A,, d^terminee par cettc formule, conservera genfiraleraenl 
une valour finie, comparable ii celle de A#. Comme d’autre part la va- 
riable r, comprise dans Ics Equations (iq), (20), etc., cst une quan- 
tity du myme ordre quo h, tandis que les valeurs do F,, B, fournies 
parlesequations( 35 )sontproportionnelles au carr6 de h, on conclura 
des Equations (19) et (20) : 1“ en n^gligeant, dans lo dyveloppement 
de A, les puissances de A supyrieures a la premibre, 

(4o)’' ■ A=:A,-t-A,r; 

2® cn nyg|igeaat> dans les dAvyloppements de F et de B, les puissances 
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do h supoi'icupos a la secondc, 


(10 


F = Fo + F, 


,.2 

2 





ou, 00 qui roviont au mfimo, • 

(1-0 F=^!^‘ + pX,j (/**-/■»), B=-l>+ipY,(//*-/-^i. 


Ainsi, apii's avoir dolorraino Ics fonctions Ap. A,, a I’aido dos doiix 
equations 


(43) 


dx 


V ^/-Ai /'3V„ 1.. if\\ 


il suffira do rocourir aux formulcs (V*) ct (1a) pour oblonii* les va- 
lours approodiocs dos prcssions A, F, B relatives a I’etal d’equilibn'. 

Si <le I’etat d’equilil)ro on passe a I’dlat do niouvemcnl, il faudra, 
dans les dquations (/ja) el (1 1). romplaccr les quantiles 


til) 


X„, Y„ Y„ Y, 


|)ar les diirdrenccs 


m 


^0— > A I , 



Y,- 


d‘ri, 

(k* ’ 


V._ 


<)^rn 

"t)?" 


On trouvera done aloes, on negligoant los termes proporlioniKds au 
oarrd do /i. 


f 



\ (Lr^ 


dx 







3 I dHi 

Id fd a 'dV 


dxOd)' 


et, on negligoant les Icrmcs proportionncis au cube de h. 




B = _P + 


( 47 ) 
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Quant a la valeur approcliec do A, ello continuera d olro_ doloi'iniiioo 

par I’equatioii (4o)> I’crreur etant du mOme ordro quo /i*. 

Danslc cas particulier oil la force acceleratrice 9 cst supposoo niillc, 
SOS projections algebriques X, Y et, par suite, les quantiles Xo, X, ; ^ 
Y,, Ya s’evanouissent. Done alors Ics Equations I'l (I7) 
dnisent aux suivantes : 


re- 


(48) 

»9) F=l( 


dx ° 


de> 


d‘A 

dx* 


dj^ 

dx 


d% 

■P dt* 


> A* " 


h* 





Ol* 


P--P 


I 


Ol* 




Nous ajouterons ici une remarquo importanle. Si, apres avoir divise 
la plaque, prise dans I’etat d’^quilibre ou de mouvoment, on lames 
sdlides, on designo par / la largcur d’une dc cos lames, la section faite 
dans cette lame par un plan perpendiculairc a I’axo des x, et coit(‘s- 
pondant k rabscissc a?, supportora une tension ou pression dont I(‘s 
projections algebriques sur les axes des a; et / soront represemtees ii 
Irks peu prfes par les produits 


(5o) 


j ij Adr=:l J (,A^+ Ayr) dr = 9 . A Jil, 
iJ^^ F dr = 2) = 1 


et dont le point d’application aura pour ordonn 6 o la valour dey detor- 
minee par la formulc 


(5i) 


‘L 


1 1 Ardr 
■* 


= ”-+TS 


‘L 


ll Adr 

■ h 


Cela pose, le produit 

(54) aAi/zZ(/--o,)=:}A,A»/ 
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l■eppcsentera, ausignc prfes, le moment (') do. la prossion on tension 
ei-dessus mentionnee par rapport a I’axe qui, elant perpendiculaire an 
plan des a*, j, renferme le point dc la ligno moyenne corrospondant a 
I’abscisse ic. Do plus, ce moment sera du m§me ordre quo le prodiiil 
qui repr6sento la projection algebriquo dc la force sur I’axe 
desj, e’est-a-diro do Tordre de A®; puisque la quantite Fo, determiner 
par I’uno dos formulcs 


p 

3 Vr/Oi- 



V - !!- 
““ 3 \dx 


+ pX,— p 


t>/V’ 


sora de Fordre de A®. Quant h la projection dc la memo force sur I’axr 
des X, elle sera dc I’ordro de A seulement; d’oii Ton pent conclurc quif 
la direction de cette force formcra un trfes petit angle avee I’axc des a-, 
Pour appliquer les diverses equations que nous venons d’etablir a la 
(lelcrraination des changements de forme qu’eprouvent la plaque ou 
lame proposco, ct la ligno moyonno dc la section faite par le plan drs 
x,y, il est inicossairo do tenir compto dos relations qui existent entrr 
les tensions ou pressions A, F, B ct les deplacemcnts y]. Or cos ivla- 
tions d6pendcnt de la nature dc la plaque ct do la matibre dont elle est ,. 
form6e. Si Ton considbre on particulier unc lame blastique et homo- 
gbno, dont I’blasticite soitla meme dans tous les sens, alors, en adop- 
tantlos principes bnoncAg dans Fun des preebdonts Articles (p. ai.'^ 
otaxG), et prenanta?, pour variables indbpendantes, on aura, (jn 
vertu des forraules (Gy) ct ( 7 o)Me la page aiG, 

:53) A = A^-+-Ku, + B = A^+Ku, 


li, K dcsignant deux quantitbs constantes, ct u la dilatation du volume 
ionnbo par Fbquation 


, 54 ) 



do 

d.r' 


(>) Ce qu’on appello le moment d'uiw force par rapport inn axe n’est autro choso 
{ue le produU de cette foree par la plus courte distance entre I’axe et la droite saivant 
aquelle elle agit. 
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I’ar suite, si Ton fait, pour plus dc commodilc, 


( 55 ) 


/f + K = <3K, 


ot si Ton prcnd pour variables independantcs .r ct r, au lieu do a* ol v, 
on aura 


( 56 ) 



df\ 

dr' 



H dl 
K ~ Ou- 



Lorsquc, dans Ics formulcs ( jC), on subslituo aiix loiictions A, K, ll, 
T] lours developpoments ordonnos suivantlos puissancos asoctudanlos 
dc la variable r, alors, on ogalant onlrc cux bs co(d‘ficicnts dos puis- 
sances scmblables dc r, on (rouve 


(^>7) 


K ~ dx 
Ai _ 


\ K 


dx 


•vii, 


■ 



Bo 

K 


dx 


Of 


IL — (fi’ a. Ofl • 
K - ,7- + Ori„ 


puis, on combinant Ics formulcs (07) avee los equations (3a), on on 


conclut 

( 58 ) 



drii I d^in 
dx 0 dx* ’ 




Los valours proccdcntcs do r,,, vja sent oxac((‘s, aux quantites 
prbs do I’ordrc do4“. En substituaiit e.es mfuncs valours dans Ics deux 
])rcmifercs dos fornuilos (.“7), on en (ir(! 






d*Y)n 

dx*’ 


(lola pose, Ics equations (43), qui sont relatives a rfjquilibre d'une 
lame solide, donneront, pour une lame elastique. 


(60) 

) 


a* 


dx* 


■+■ Xo— 0, 


ff*n. 

dx* 




rfX, 

dx' 
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designant unc conslante positive delermin^e par la formulo 

, 0 .) «■=(»- 

Obsorvons d’ailleurs que, si, aprbs avoir multiplie pour A® les doux 
ineinbros do Tequation (Gi), on negligeait los tcrmes proportionnols 
an carre do k, on so trouvcrait immediatement ramenc a la second(‘ 
dcs formulfis (33). 

On pourrail douter, au premier abord, quo les equations (Go), (Gr), 
dans Icsqucllcs “'lo designent de trfes peliles longueurs, fussent ap- 
plicables k des cas oil la force acccleratrice ip no serait pas clle-mfimo 
lrt!S petite, Mais, pour dissiper ce douto, il suffit d’observer quo la 
quantile Ket par suite Ic coefficient Q® sont generaleinent trbs conside- 
rabies. 11 en resulteque la valeurde tiree de I’cquation (Go), sera 

peu differento do zero et du memo ordre que Ajoutons quo Ton 

pourra encore on dire autant do la valour do si, comme nous I’a- 
vons suppose, Y# est uno quantity trbs petite du meme ordre quo 4®. 
Quant a la quantite 4®, il faudra, comme on I’a dit, qu’elle soit de beau- 
coup supbrieure aux valours numbriques des inconnues v]#, otpar 

consequent il la valeur numbriquo de afin quo Ton puisse continuer 

d’omettro les termes proportionnels aux carres de cos inconnues ou de 
leurs derivbcs, tout en consorvant les termes proportionnels au carre 
do 4. Done la force 9 devra roster trbs petite par rapport au produit 
12 ® 4®. Mais il suffit, pour cela, que, le produit 124 ayanl une valeur Ires 
considbrablc, 9 conserve une valeur finio. 

Les Equations (Go) et (Gi) sont les soules qui subsistent pour tous 
les points de la ligne moyenne dans une lame blastiquc, liomogene, 
naturellement droite et en bquilibre. Chacune d’elles determine sepa- 
rbment Tune des deux inconnues y)o qui reprbsentent, dans I’btat 
d’bquilibre, le dbplacement d’un point de la ligne moyenne parallble- 
ment a Taxedesar, etrordonnbedecette ligne. Ajoutons que, cos deux 
inconnues btant ainsi dbterminbes aux quantitbs prbs de I’ordre de 4®, 
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los valours do A, t] so deduiront avoc lo memo dcgrc d’approxima- 
l.ioii : I® do Tequation (/jo) reunio aux formules (.'><)); 2" dos Ibr- 
luules (58) combinees avoc les formules (22) on plutot avoc los sui- 
vantos : 

(63) £=|,4-Sir, y) = -/]54-.'!ni/'. 

On trouvcra do cette raaiiierc, on ayanl cgard h la formiilo (<>2), 



Quant aux valours approcliocs do F ct do B, olios sorout donnbos par 
los equations ( 42 ) ct (5g) on, co qui roviont au momc, par los for- 
mules 

(616) B =_ i> + ip Y, (/»*-/•«), 

I 

ot seront exactes aux quantit^s pros de I’ordre do A*. 

Nous avons ici suppose quo roncommoncaitpardbtorminor, aTaido 
des equations differ cntiolles (do) ot (Or), les valours inoonnnos vj,,. 
iVIais, pour effoctuor ooniplidomonl cotlo dbtorniination, il ost mbios- 
sairo de fixer los valeurs des six constantes arbitrairos quo nmlbrnionl 
los integrales g^n 6 rales do cos equations diffbronliollos. On y parvion- 
dra sans pcino, si les oxtr^mites do la lame 61astiquo sont toutos <loux 
fixes, ou Tune fixe etl’autre libre, en assujettissant los inoonnnos rj# 
aux conditions nouvelles quo nous allons indiquer. 

Conccvons quo, dans I’^tat naturel do la lame 6 las(iquo, les cxtrbmi- 
tdsdela lignemoyenne coincidont avcc Torigine et avoc un point situo 
sur Vaxe des a; k la distance a do cette originc ; on sorte quo ccs oxlro- 
mit^s correspondent aux abscisses 

j , j 

0 , 

Supposopfi ti'a^Uuir.^liifUiMie tertain 6 e dans U sens do sa longueur par 



D’UNE LAME SOLIDE. 


305 


deux plans perpondiculaires k la ligne moyenne. Enfm imaginons quc 
los extrcmilcs de cctte lame deviennent fixes, ou plulot que, Ics oxtre- 
mit6s dc la ligne moyenne etant fixes, les points renfermes dans Ics 
deux plans dontils’agit soient assujettis de manikrekn’cn point sortir. 
Alors on aura, pour a? = o et pour a? = a, non seulemcnt 

(67) ^0=0, 

(68) t)o=o, 

mais encore i = b, quel que soil r, et, par consequent. 


(69) 


dVo 

dx 


0. 


Or les trois conditions qui precedent, et qui doivent ^treverifieespour 
deux valeurs differentes de a?, fournissent le moyen de determiner les 
six constantes arbitraires quc comportent Ics valeurs g6nerales des 
inconnucs ^o- 

Supposons encore quo la lame elastique offre une cxtr6mit^, fixe, par 
excmple, colic qui correspond k a? = o, mais que I’aulre exlremite cor- 
rospondantc k aj = a soil libro. Alors los conditions (67), (68), (69) 
devront ctre verifi^es pour la valeur zero de a?, qui correspond k I’ex- 
tremit6 fixe. Dc plus, si Ton considbro un point (a?,/) renferme dans 
lo plan menb par I’autro extremity porpendiculairement a la ligne 
moyenne, les projections algbbriques de la pression excrebe en ce point 
centre lo plan seront sensiblement bquivalentes aux quantiles A, F 
donii6es par les equations (65) et (66). Done, si cc plan ost soumis k 
la pression extericure et normale P, les valeurs do A et de F, tirees des 
Equations (65) ot(66), devront pour a? = a satisfaire, quel quc soil r, 
aux deux formulcs 

(70) A = — P, F = o, 

qui entraineront les trois conditions 


(7O' 

(73) 



0-1 

0 


P 

P 


dx^ 


. rfaj* 


QXuvres deC.— S. II, I. ^III. 


39 
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Or, k I’aide do ces conditions reunics aux formuI(?s (67), (68), (69), 
on pourra d6terrainer encore les deux conslantes arbilraires (jue coni- 
porte I’integrale do I’^qualion (60), et les quatro conslantes arbitraiiass 
que comporle I’integrale do Tequation (Gi). 

Si les deux cxtreinit^s de la lame elaslique (jievenaient libr(‘s, les 
conditions (71) et (72) devraient 6tre vorifiees pour a; = a aussi bien 
que pour a; = 0. Mais, aprbs avoir determine, li I’aide des condilioiis 
relatives ii a? = o, les conslantes arbilraires inlroduites dans la valeiir 
do par une premibre integration, ou dans la valour de v]« par d('ux 
integrations successives, il faudrait nmoncer h determiner l(‘s Irois 
autres conslantes arbilraires; ct les conditions relatives a x -= a four- 
niraiont seulement des relations qui devraient existor, dans le cas d’e- 
quilibre, entre les forces acceibratrices et la pression P, II etait facile, 
au rcste, de prevoir ces resultats, atlendu qu’on no trouble pas I’tufni- 
libre d’une lame elastigue dont les cxtr6mites sontlibres, lorsqu’on la 
dbplacc trbs peu, on faisant tourner cette lame sur ello-mbmo, ou 011 
transportant Tune do sos extremitbs sur une droito parallMe suit a 
I’axe des x, soil a I’axe desj'. 

Si la lame eiastiquo, ayant ses extr6mit6s libres, so trouvait terminei* 
dans le sens de sa longueur par deux plans perpendiculaires, non plus 
a la ligne moyenne, mais a deux droites comprises dans le plan des x , ' 
y, ot qui, prolongees on dehors de la lame, formeraieut aveo les dcuni- 
axes des ic ot / positives, la premibre les angh^s a', p', la second(‘ les 
angles a% p", les valeurs.de A, F et B, tirbes dns formules (tW) 
et (66), devraient vbrifier, pour a? = o et pour a; = «, non plus l(‘s 
formules (70), mais celles que Ton dbduit des bquations (4), quand 
on y rcmplaco suecessivement les angles «, p par a', P' et par a", P". 
On aurait done alors, pour a? = 0, 

(73) Acosa'+Fcos(3'=-Pcosa', Feosa'-t-BcosP'sr- Pcos(3', 
et, pour a? = a, 

(74) A cos PC 08P»=C—PC03(X\ 


F cosa" + B cos P" = — P cos P". 
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D’ailleurs, la quantite F, qui cst du meme ordre que h-, pouvant etro 
n6glig6e vis-a-vis de A, la prcmifere des formules (7.3) ou (74) sti 
rcduirait encore a 

A = -P, 


etentrainerait: 1° la condition (71); 2“ la premifere des conditions (7a). 
Mais la seconde des conditions (72) se trouverait remplacee par celle 
que Ton dMult dc la seconde des formules (73) ou (74). combinee 
avec les formules (66), c’est-k-dire par I’unc des deux suivantes : 


( 7 ^) 


(76) 


da^ 


= X.-f-Y 


cosP' 
cos a' 



= X. + Y, 


cos^*' 
cos a" 


11 sorait encore facile de voir ce qui arriverait si Tun des plans qui 
lerrainent la lame elastique supportait une pression diflerente de P. 
Ainsi, par exemple, concovons que le plan correspondanl k a; = o resto 
perpendiculairc a la ligne moyonue, ot supporle en cliaque point une 
pression uorraale designee par ‘Jt\ Alors il faudra substituer ‘jP k P, dans 
la premiferc des formules (70), et, on consequence, la formule (7J) 
(ievra ^tre remplacde par la suivante : 


(77) 



11 ost esscnticl de remarquer que, en vertu des formules (Htj) et (62), 
la promit'.re des expressions ( 5 o) et I’exprossion ( 52 ) deviennent res- 
pectivemcnt 


(7«) 



hi, 


(79) 


■fpS’Sr*’'- 


Done les produits (78) et (79) repr6sentent, dans une lame elastique 
dont la largeur est / ; r® la projection alg6brique sur I’axe des w de la 
pression ou tension support6e par un plan perpendiculairc k cet axe; 
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2° Ic moment dc cotte prcssion ou tension par rappovl a line tlroili* 
qui, etant perpendiculaire au plan dcs op, y, vt'nfermorait le point 
dc la ligne moyenne correspondant a Tabscisse. x. D’aillciirs, si Ton 
nomme %■ Ic rayon de courburc dc cetle ligne, on aura 



ctl’on en conclura, en ncgligcantics intiniraent pclils du second ordre, 


(8o) 


I 

Z da;* ■ 


Done, I’expression (79) pourra fitre reduitc a 

h^l 

(81) ±ipi2*— • 

Par consequent, Ic moment ci-dessus mentioimii sera en raison diroiitc 
dc la largcur do la lame elastique, du cube dc son lipaisseur el dc la 
courburc ^ de la ligne moyennei Ainsi sc trouve verifiee riiypolhcsc 
adinise par Jacques Bernoulli dans la solution que cc geometre a 
donn6e du problbmo de la lame elastique. Mais on doit ajoulcr qu’il 
ne tenait aucun comple dc la sccondc dcs expressions (f>o), c’cst 4 -dirc 
dc la tension dirigee dans un sens pcrpendiciilairi' ii la longueur dc la 
lame Elastique. Or cettc tension, qui', ii la vcrilA, cst fort petite par rap- 
port k celle qui sc trouve dirigee suivant la longueur d(^ la lame {voir 
la page 3 ot), restc n6'anmoins comparable au moment dont nous 
avons parl6; ct cette circonstancc, qui a unc influence marquee sur 
les valeurs dcs coefficients que renferment Ics equations deduites dc 
la th6orie do Jacques Bernoulli, oblige, dans plusieurs cas, a modilicr 
la forme uiSmc de ces Equations. 

Concevons k present que la lame Elastique vienno k se mouvoir. 
Alors, daqs les ^ad'tions (60) el; (61), on devra remplacer les quan- 
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tites (44) par I«s differences (45). Par suite, les valeurs generales de 
^0 «t de v]o devront satisfaire aux equations 


(89) 




9 


(83) 


3 1 d% _3y 'y 

dx* h* dt* 2 dt* Ox dt* A* ® a ® dx ’ 


dont la derniferc, combinee ayec les formules (58), donnera 


(84) 


dt* 




Si Ton fait d’aillcurs, pour abreger, 
(85) 


h* 


( 8 (i) 

el si, dans los produits 


e) dx* 


= y. 


/jV, i\dH, 


3 dx'* ’ 


ej dx* 


on neglige les tormes de I’ordre de A“, on lirera de la formule ( 84 ) 

rfXA 


(«7) 

('t de la formule ( 86 ) 




dx’^ dt^ 


YsH-2 


dx , 


( 88 ) 


v)o=y+ 



d*y 

dx* 


Les Oquations ( 82 ), ( 87 ) et ( 88 ) permettent de determiner li une 
epoque quelconquo, pendant le mouvement de la lame eiastiquc, les 
valeurs des inconnues ^Qo dont la seconde repr63entc I’ordonnee de 
la ligno moyonne. Ajoutons que cette ordonn 6 e, 6 tant Ires peu diff 6 - 
rente de la fonction y, en vertu de la formule ( 88 ), pourra litre substi- 
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tuee k y sans orreur sensible; en sorte qu’on aura eneoro a (riis pen 
pres 


(89) 


e* 






dt* 


= Y„-h 




Outre Ics equations (82) ct (89), qui subsistent, pendant le niouv('- 
ment do la lame elastique, pour tous les points de la li^no nioy(Mine, il 
en cst d’aulres qui sont relatives aux extremites de cette li|,Mi('. Suppo- 
sons que cos extremites correspondent toujours aux abscisscts .r = o, 
X = a, et que la lame soit terminee, dans le sc'us de sa longueur, par 
deux plans perpendiculaircs a la ligne moyenne. Alors, si ctstte lame a 
ses deux extr6mites libres, les inconnucs dc'vront veritier, pour 
x = o et pour x = a, la condition (71) et la premil're des e.ondi- 
tions (72). Quant a la seconde des conditions (72), elle devra (Mre 
remplacAe par la suivante 


(90) 


ft* 


d^rio 


= X,- 


dt* 




de laquelle on tirera, on la combinant avec les formules ( 58 ), (89 ), et 
negligeant les termes qui auront pour facteiir ou 


(91) 


ft* 


dx» 




Si, au contrairc, uno des extremites de la lame elastique*, |)ur ex(nnple 
I’extremit^ qui coincide avoc Torigine, desvient fixe, Iqs inconnues 
Y)o v6rifieront, pour a? = o, les conditions ((>']), ((>8) et (69). Knfin, 
si les deux cxtr6mit6s deviennent fixes, ces memes conditions devront 
etre remplies, non seuloment pour a? = o, mais encore pofir x a. 
Ajoutons quo, dans le cas oil, les extr6mit6s 6tant libres, les plans qui 
terminent la lame cessent d’etre perpendiculaircs k la ligne moyennes 
on doit k la condition (91) substituer cello que Ton d6duit de la for- 
mula (75) ou (76) quand on y remplace X, par 
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et Y, par la difference 


(93) 


Y _ ^ - Y -u ' Jlk. -Y 
‘ dt^ ~ ‘ 6 Oxdfi ~ Q dx Q dx^ ' 


On a done alors, pour ic = o, 


(94) 



-X. 1 1 ("y I * 

‘ dx \ ‘ ^ dty 


cos|3' 

cosa'* 


et, pour x = a. 


(95) 


2 .^. = x,+ ^ + ( y.+ ' /li) £2it:. 

dx^ dx \ Q dx dPj cos a" 


Les diverses conditions que nous venons d’indiquer fournissent le 
nxoycn do determiner Ics fonctions arbitraires que renfermenl les va- 
lours gcn6ralcs dcs inconnucs ?o» ’)« deduites dcs equations (82) et 
(89). Os inconnues 6tant ainsi calcul6cs, aux quantites prfes do Tordre 
do les valours de A,, A, , y) et A se deduironl, avec lo memo dogre 
(rapproximation , dos formulos (Sq), (64), (65). Quant aux valours 
approchecs do F et do B, dies soront donneos, non plus par les equa- 
tions (66), mais par cellos qu’on cn tire., en substituant aux quan- 
tit6s X,, Y, los expressions (92), (gS). Par consequent, on trouvera, 
en n^gligcant seulement les quantites do I’ordrc do A®, 


(96) 


jF = i9(x.-H§-a.^)c/,'_r.). 


Lorsque la force 9 ost eonstanto et constamment parallde a olI((- 
m6m(S SOS projections algebriqucs X, Y se reduisent a des quantites 
constantes, cl Ton a 

■ Xo=X, X, = o; y,= Y, Y, = o, Y,= o. 

Par suite, les' Equations (60), (61) qui sont relatives k I’fitat d’^qui- 
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libro (le la lame elastique, dcviennonl 


(97) 

(98) 


e.^=y, 


et les equations (82), (89), qui sont relatives a I’etat de nimivenuml, 
donnent 


(99) 

(100) 




-hX = 


dl^ ’ 




:^Y. 


Alors aussi les conditions (72), (75), ( 7 (>). (91) se roduiseiit a 


(lOl) 



d’jTo 


= 0; 


et les conditions (94). (93) aux deux suivantcs : 


(loa) 

(io3) 


Q» ^2 — I COSP' 

(Jaj» 6 dsc dl* cos a'’ 

— i *^*^1 CQSP" 
da:^ ' S dx()t* cos a" 


Quant aux valeurs de v], A, dies seronttoujours delerminees par les 
formulcs (64), (( 55 ). Mais les valeurs de F, B, (letennind'S par l<*s for- 
mules (96), deviendront 

(.04) F = -ipO>g!(4>-r>), B=-P+-;^pa.;g!(;,.-r=). 


Dans le cas particulicr oil la force accderatrice 9 a’evanouit, les 
Equations (99) et (ido) deviennent 


(105) . 

(10 6 ) 


dx* dt* 


,d*irio <?*U()_ 
dx^ dt* ~ 


Au reste, pour etablir en m^me temps I’^quation (106) et los for- 
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mules (loi), il suffirait de rccourir au principc adopte pat' Jacques 
Bernoulli, ct ci-dcssus rappele, ainsi que nous TaVons fail dans noire 
premier M 6 moirc sur I’applicalion du caleul des residus aux questions 
de Physique mathematique (p. 45 el 46) ('). 

Si Ton con^dere un corps elastique comme un systeme de inoJecuies 
qui agissonl Tune sur I’autre a de tres petites distances, alors, en sup- 
posant que I’elaslicite reste la m§me dans tons les sens, cl que les 
pressions supportees par la surface libre du corps dans I’l'lat nalurel 
se reduisent '& zero, on obtiendra, enlrc les constanles designees par k 
el par K dans la formule (55), la rclalion 

(J 07 ) A' — aK. 

On aura done par suile 

(to8) 0-3; 

el, on faisant, pour abreger, 

( 109 ) 

r 

on lirora do la formule (C 2 ) 

(...) 


Dans la m 6 mc bypoth'esc, la formule ( 71 ) deviendra 

/ \ ot ® ^ 


landis que Ics formules ( 102 ), (ro3) donneronl 


( 112 ) 

(n3) 


nj 0’no _ £ COSP' 

3 dxdt* cos a'* 

o, — i 

3 da^dt^ cosa^ 


11 resterait a inlegrer les diverses formules auxquelles nous sommes 

(*) OEwres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 64 et 65. 

OEuvres d9 C, — S. H, t* VIIL 


4o 
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parvenus. Or cette integration ne prescntc auciinc difliculle, lorsqu'on 
a rflcours aux melhodes cxposees dans le Memoire sur ra])plicatioii tin 
calcul dcs residue aux questions do Physique malliematitimt. (’-’('sl, an 
reste, ec que nous montrerons plus en detail dans un aiilre arlicle, 
nous bornant pour le moment aux observations suivantes. 

Si la lame elastique, elant torminec par deux plans perpcndiculaires 
a la ligne raoyenne, a scs deux extremiles fixes et line vilesse iniliale 
nullc en chaque point, la valour do delcrminee a I’aide ties Ibr- 
mules (io5) et (67) sera somblablc ii rordoimee trune enrde ini pen 
ecartcc de la position d'^quilibrc, c’csl-a-dire a la valeur tie s dethiilt' 
des formulas (94) et (go) du Memoire tlcjii cite. Done, t‘ii remplat;aii(, 
dans la formule (loi) do co Memoire, s par 5 o. et h par 0 , tin (rtiiivera 


(i'4) 


*0 

io— 



fiitQt . 

sin 

a 



/iTTjU 

a 




le signe § s’etendant ii toutes les valours entibres positives on nega- 
tives do fl, el la fonction {{x) designant la valttur initialo tie 5 #. Dans 
le memc cas, la valeur de n],, tlelermintSo ii I’aitle ties fonnnles (itid), 
(68) et (69), sera ce que devient la valeur tie s doiinee par la Ibr- 
mule (245) du Memoire, quand on remplacc la oonstanle k par %, On 
aura done 


(1,5) , ■ 4 Q ■ ^ tt - e-"’’ coswf) {er*~ coarj - siarj) - florBinffrl o-"- cosr.f -i-siii/’J? ) 

' W 


( Qur ^ j cog/,/. _ ( ^ nrj ^ jo,,/. 


r designant une variable nouvelle, f(a;) la valtmr initialo tie y|„ ttt le 
signe S s’dtcndant a toutes los racines reolles positives ’tie I’tiqualion 

(116) COSflers 4 . 

Si, la lame elastique ayant ses deux exlremites libres, la pression P 
s’fivanouit, la valeur de dStermindc h I’aidc do I’bquation (u) 5 ) el 
de la formule (71), ou plutbt do la suivante 


& 

dx 


-0, 




(”7) 



315 


(" 9 ) >)« 


D’UNE LAME SOLIDE. 

sera ce que devient la valeur de s donnee par Tequatioii ( 3 oo) du 
M6raoire quand on rMuit les coordonn^es x,y, si une seule, et que 
I’on remplaco A par fl. On aura done alors 


Ic signe § s’etendant k toutes les valeurs entieres positives ou n6ga- 
tives de n. Enfin, si Tune des extremites de la lame elastique est fixe 
et I’autre libre, la valeur de vjo, determinfee a I’aide de I'equation (106), 
des conditions (68), (69) qui devront etre remplies pour a? = 0, et des 
conditions (loi) qui devront etre remplies pour a?=a, sera ce que 
devient la valeur de u donnee par la formule (249) du Memoire, quand 
on substitue a la constante A la constante On aura done 


eosra— 8in)’a)+e-»<'sinar(e~'“— eosrj+sinra) j"" ^ 


(«»'■— e-“''}cosar—(e«''+e-«'')siB«’ ‘ 


le signe § s’etendant i toutes les racines de I’equation 
(i9o) («*'■+ r®') cosae + a =: 0 . 


gueurai 

tions (i i4), (1 18) se r^duisent I’une et I’autre a ^ ^ 

Par suite, si la valeur initiale f(a;) de I’inconnue 5 ,, est supposee sen- 
siblement nulle dans tous les points distincts de I’ongine des coordon- 
n^es, la valeur de la meme inconnue au bout du temps t sera encore 
nulle i trbs peu prbs pour tous les points dont les abscisses ne v^rifie- 
rout pas unfi des deux forfflules 

07 =— WzzSlL 


II estais6 d’en conclure quelesonsepropagera 
proposfieaveclavitesse 

■■ ■ 


laue 
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D’ailleurs, si Ton d6(luildes forinules(7o) do la page 276 la vilcssc dii 
son dans un corps solide elaslique qui ne soil sollicito j)ar aiicuiic lorcc 
motrice, on trouvera cetto dernierc vitesse egalc a \/3R. Done los dcnix 
vitesses dont il s’agit sont entre dies dans Ic rapport do ^8 a \li) ou, 
ce qui revient au m6mc, dans le rapport do 2^/2 a 3. D'autro j)ai‘t, si 
Ton nomme T Ic temps d’une vibration lougitudinalc do la lame «!las- 
tique, T sera evidemment la plus petite des valours positives tl<‘ / |)oiir 
lesquellos I’inconnue determinee par la formule (ii4) ou ('*^)* 
reprend sa valour initiale, c’ost-ii-dire, la plus petite dc cclles qui ve- 
rifient, quel quo soit n, la condition 

m:Qt 

cos =1. 

a 

En d’autres termes, T sera la plus petite racino positive do. requation 

ct Ton aura en consequence 
(12a) 

Done, si Ton designe par N le rapport ij ou le uornbre d(5s vibrations 

longitudinales cxecut^cs pendant I’unite dc temps par la lame elastiqius 
on trouvera 

(123) N = ^. 

Ce r^sultat etait d6jk coniiu. 

, Quant k la dur^e des vibrations transvcrsales correspondantes au son 
le plus grave que la lame elastique puisse rendre, die sera evidemment 
la plus petite des valeurs do t, pour Icsquelles rordonnec y)# reprend 
savaleur initiale, quand on r6duitlo second membre do la formule (i tH) 
oji (119) k un seul terme, savoir,,k celui qui renfermo la plus petite 
racine positive de I’^quation (i 16) ou (120). Cette dur^e sera done de- 
termin6e par la formule 


nQc 

cos I ; 

a 


T — 
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de laquelle on tire, en ayant egard a T^quation ( 85 ), 

(ia4) - = — = - = — ;=-N. 

t air 2ir\/3 « 

D’ailleurs, si Ton fait, pour abreger, 

les equations (i i6), (120), que Ton peut 6crire comme il suit 

i(gOr(l 4 -v'^)_^. e-<!r(l+V::r)4., g-ar(l-^pi)) _ 

^(gai- (1+ ) _l_ g-ar (1+/^) _i_ e«r (1- sPI ) ^_ g-dr (»- ) ) _ _ j ^ 

deviendront simplement 

s s* 

* 5. 6. 7. 8 5.6.7.8.9.10.11.12 

S' 

^ 1. 2. 3. 4 1. 2.3. 4. 5. 6. 7. 8 

et les plus petitcs valeurs positives de s propres k les verifier seront 
s = 5.6.7.8x 1,1918186. .. = 2002 , 255 . . . , 

2. 2^3.4 X 1 ,0801968. . 49>44944* •• • 

Or, en substituantl’une aprbs I’autre les valeurs pr6c6dentes de s dans 
r^quation (124) pr6sent6e sous la forme 



on trouvera en premier lieu 

( 125 ) i=( 2 ,o 56 m...) — ^ ^ 
et en second lieu 

(126) i = (0,3230798... 

Ces deux dernibres formules dbterminent le nombre des vibrations 



318 


8UR L’^QUILIBRE ET LE MOUVEMENT 

transversales corrosponclaiites au son Ic plus grave ef. executees, pen- 
dant l’uuil6 de temps, par la lame elastique : t“ dans le cas oil lesdonx 
extremites sent fixes; 2“ dans le cas oh Tune des extremUes <‘stfix(*, 
et I’autre libre. 

Si Ton voulait determiner le nombro des vibrations transvi'rsales 
executees par la lame pendant I’unitc de temps, et correspondantes, 
non au son le plus grave, mais ii ceux qui Tavoisinent, il faudrait sub- 
stituor, dans la formule (124), cellos des racinc's positives de. I’equa- 
lion (riG) ou (120) qui suivent itnnicdialemenl la plus petite. Or on 
d^terminera sans peine des valeurs fort approchecs do cos racines, en 
observant quo, pour des valeurs un pen considerables de r,. ri'qua- 
tion (i 16) ou (120) donne a trfcs peu prhs 

(1^7) cos«r = o. 

Done Ics racines positives do I’equation (nG) ou (120), abstraction 
faite des plus petites, so reduiront scnsiblement aux racines positives 
do I’equation (127), e’est-h-diro, aux valeurs do r doterminees par la 
formule 

TC 

ar — (tin + i)-, 
a 

dans laquelle n designe un nombre onlior queleonque. Si, pour plus 
d’exactitude, on suppose, dans I’equation (nG) ou (120), 

TT 

(ia 8 ) = 4, 

alors, en negligeant le carr6 do i, on conclura do I’^quation (i iG) 

, W 

et de r^quation (i2o) 

e ' * . * 
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On tirera d’ailleurs des formules (124) et (128) 


(i3i) 


1 (2« + i)^TT [■ Y ijl „ 

^ 8y/3 L (2« -1-I)7cj a 


Si maintenant on pose successivement n = i, n = 2, n=3, dans 
les formules (129), (i3o) et(i3i), on trouvera : i" on admettant que 
la lame ait ses deux extremites fixes, 

•i=:(a,o56i...)^N, j =(5,66700...) ^N, j =(ii,io957...)^N, 

C Q- L Cb L . Cl ■ 


2° en admettant que les deux extremites soient Tune fixe et I’autre 
libre, 


i = (a,oa4...*)^N. 1 


:(5,66994...)^N, 


1 =(11,10945...) ^N, 


Le premier des nombres compris dans les equations pr^cedentes, 
savoir 2,o56i . . ., diffbre trfes peu du nombre 2,o55838. . . que renferme 
r^quation (i25); d’oii il suit que la formule (i3i) fournitsans erreur 
sensible meme le nombre des vibrations correspondantes au son le 
plus grave dans une lame dont les extremites sont fibres. Ajoutons 
que, dans le cas oil n devient sup6rieur k 2, on peut remplacer i par 
zero dans la formule (i 3 i), et r6duire cette formule a 


(1 32.) 


1 _ (a/tH-»)*7r a/t.^ 

8v/3 « 


Quant au nombre des vibrations transversales que la lame execute- 
rait, si ses deux extremites devenaient fibres, il est aise de voir qu’il 
sera encore determine par les formules (116) et(i24). En effet, dans 
ce dernier cas, requation (106) doit etre integr6e de manifere que les 
conditions (loi) soient verifiees, non seulement pour a! =: o, mais 
encore pour a? = a. D’ailleurs, si Ton fait, pour plus de commodite, 




= H, 


on tirera de requation (106) di|Ferenti6e deux fois de suite par rap- 
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port a fp 




tandis quo les conditions (loi) se rMuiront ii 


H = o, 



De plus, f(x) etant la valeur initiale de y]o, {"(x) sera la valeur ini- 
tiale de H. Cela pose, il cst claii* que, pour obtenir la valour do I’in- 
connue H, dans lo cas oii Ics deux extremites de la lame olasUqw* sent 
libres, et les vitesses initiates nullcs, il suffit do romplao.er f([x) par 
f"([ji.) dans le second membro do I’equalion (it 5 ). On obtiendra on- 
suite la valeur do y]o par le moyen de la formulo 



VO V 0 




et Ton conclura de cette dernifere que le nombre dos vibrations Irans- 
versalos executees pendant Tunit^ de temps par la lame elasliquo. osl 
une des valeurs de j detcrmin6os par les formules (i 16) ct (124), 

Par des raisonnements semblables a ceux dont nous venons do fain* 
usage, on pourrait encore deduire de la formule (1 r/j) la valeur do So 
relative au cas oil la lame a sos deux extremites libres, et Ton trouvo- 
rait toujours le nombre N des vibrations longitudinales ogal au rap- 

Il imporle d’observer que le nombre N dos vibrations longitiidinalos 
est, en vertu de la formule (laS), ind 6 pendant de I’^paisscur 2 A do la 
lame 61 astique, tandis que le nombre des vibrations transversales, on 
la valeur de j d6termin6e par r6quation( 124), est proportion nel it cotto 
6 pais 8 eur. Done, lorsquel’^paisseuresttriss petite, los vibrations trans- 
versales s’ex 6 cutent beaucoup plus lentement quo les autres, on sorto 
que, au bout d’un temps peu considerable et comparable k la dur^o 
d une vibration longitudinale, I’ordonnee ifjo de la ligne moyenne dif- 
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ftre tr'es peu de Tordonn^e initiale {(a:). On ne doit done pas 6tre sur- 
pris de voir les equations (i i 5 ) et (i 19) se r^duire a 

Ylo— f(aj), 

lorsqu’on neglige le carr6 de A 011 de 0 = ^> et que Ton suppose en 
consequence 

COS©/'’f=:l. 

Au reste il 6tait facile de pr 4 voir ces divers resultats a I’inspection des 
equations diff6rentielles (82) et (89). Effectivement, I'equation (82), 
qui determine generalement les vibrations longitudinales d’une lame 
elastique, estindependante del’epaisseur 2A de cette lame, tandis que 
r^quation (89), qui determine les vibrations transversales, renferme 
dans son second membre le carre de A, et dans son premier membre le. 
carr6 de la constante 0 proportionnelle a A, Si Ton neglige A“ et par 
suite 0®, r^quation (89) se r6duira simplement a la seconde des for- 
mules (34). II y a plus, on pourra dans les formules( 34 ) remplacer Y# 
par z6ro. En effet, pour que les d6placements des molecules restent 
trfes potits, comme on le suppose, pendant toute la dur6e du mouve- 
ment, il est n6cessaire que la lame Elastique s’ecarte tres peu d’une 
position d’6quilibro, et qu’en consequence soit une quantite tr'es 
petite du mlsme ordre que A®. Done, en nOgligeant A®, on devra negli- 
ger aussi Yo, et r^duire la seconde des formules ( 34 ) ^ 



Si d’ailleurs on suppose nulle la vitesse initiale d’un point quelconque 
de la ligne moyonne, et par consequent la valeur de ^j correspondante 
a / = o, alors, en dOsignant par f(a?) la valeijir initiale de rj#, on tirera 
de rOquation prOcOdente » 

Si Ton supposait.la valeur initiale de ^ difF6rente de z 4 ro, en la d^si- 
QRtovM * c. - SvU, t. yin. 4 ‘ 
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gnant par F(a;), et n^gligeant Ic carre do K on trouvcrait 


Ces dcrnitjrcs formules, qui ne doivcnt clro ctnploycos quo pour dos 
valours peu considerables do t, exprimont quo, dans lo cas oii Topais- 
sour do la lame ost tres petite, la vitesse d’un point do la ligno inoyomK^, 
dans un sens perpendiculaire a cette ligno, doinouro scnsihlomont 
constante pendant la duree d’une vibration longitudinalo. Cola tiont ii 
ce quo, dans Thypotheso admise, los vibrations (ransvcrsalos sN'xoo.u- 
teront, comme on I’a dejk dit, boaucoup plus lonteinont quo It's aiitros. 
Mats, si Ic temps croit et devicnt comparable k la duree d’uno vibration 
transvorsale, il ne sera plus permis do iiegligcrlo carre do la quantity A 
et do la constante 0 qui, dans los intcgralos generalos dos equations (89) 
et (106), se trouvera inultipli^e sous les signes sinus ou eosinus par la 
variable t. 

On pourrait imaginor diversos hypotheses on vertu desqindlos los 
conditions relatives aux extr^mites do la lame seraiont ropres(mteos, 
non plus par les formules (G7), (68), (69) ou (71), (72), (7'^), etc., 
mais par dcs formules nouvellcs. Ainsi, par oxoinplo, si l(*s ('xlroinilos 
do la ligno moyenno, en devenant fixes, prenai(int dos j>osilions dis« 
tincles do cellos qu’ollos occupaioiit dans I’etat nalurel, los valours 
de ^0 correspondantos k c(w extp6mittis se reduiraient, non pas a 
z6po, mais a dos quantites constantos. On pourrait supposor omjoro 
que les extr6mit6s do la ligno moyenno sontassujeltics a roster sur dos 
courbes donn^cs, ou que les plans qui torminent la lame supporhmt 
desprossions ou tensions dirigeos d’uno mani'ere quelconque etdon- 
n6es on chaque point, etc. Dans ces diffikrents cas, la recherche des 
iomnules qui d^vront 6tre substitutes a colics que nous avons olite- 
nues se dteuira sans peine des principes quo nous avons exposks. 

Enfin il estclair qu’on tirora ais6ment dea formules (i i4), (i j 5 ), otc. 
les valeurs de x pour lesquelles les inconnues $0, r)# s’teanouiront, 
quel que Soit t, ot pat consequent lo nombre ainsi que la position des 
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points qui resteront immobiles pendant les vibrations longitudinalcs 
on transversales de la lame elastique. 

Supposons maintenant que Ton considere, non plus une lame elas- 
tique, mais une lame solide entierement denude d’elasticite. Alors, en 
adoptant les principes 6 nonc 6 s dans Tun des pr 6 c 6 dents articles 
(p. 224 et 225 ), et faisant pour abreger 


k4-K = 0K, 0»=£2»j, 

on reconnaitra que les formules (82) et (8g) doivent etre remplacees 
par celles que Ton en deduit, quand on substitue dans les premiers 
membres, aux inconnues y]#, leurs d^rivees relatives a /, savoir 


Done, si Ton pose 


dt’ dt' 





les inconnuos Mj, Pof qui representeront au bout du temps t les projec- 
tions algdbriques de la vitesse d’un point situd sur la ligne raoyenne, 
devront satisfaire, quel que soit a;, aux Equations 




0 > 


dx^ 


dt 


:V« + 


h*f^ rfXi\ 


« 

Dans le mSme cas, si la 
plement 


force accdl(§ratrice 9 s’^vanouit, on aura sim- 




0 * 


0 x^ dt 


0, 


11 sera dgalement facile de trouyer les conditions qui devront 6tre rem- 
plies aux deux extremites de la lanae solide, et Ton pourra ensuite dO- 
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terminer les valeurs des inconnues a I’aide des methodes developpees 
dans le Memoire deja cite. 

Parmi les formules obtenues dans ce paragraphe, celles qui sent 
relatives a I’equilibre ou au mouvement d’une lame elastique sollici- 
tee par une force acceleratrice constante et constamment parallfele a 
elle-meme coincident avec des formules deja connues, et particuliere- 
ment avec celles que renferme le Memoire d’Euler, intituld : Imestiga- 
tio motuum qidhus lamince et virgce elasticce contremUcunt (voir les Acta 
Academice petropoUtanoe pour I’annee 1779). Elies doivent done s’ac- 
corder aussi avec celles que renferme le Memoire presente par M. Pois- 
son a I’Academie des Sciences, le i 4 avril dernier ('). En effet, aprfes 
avoir annonce, dans les Annaks de Ghimie, qu’il deduit de la conside- 
ration des forces mol6culaires les equations relatives, soit a tons les 
points, soit aux extremites des cordes et des verges, des membranes et 
des plaques elastiques, M. Poisson ajoute : Parmi ces iquations, ceUes 
qui ripondent au contour d’une plaque dlastique plUe d’une maniire 
quelconque, et cedes qui appartiennent a torn les points d’une plaque ou 
d’une membrane qui est restie plane n’avaient pas encore etd donndes; les 
autres coincident avec les iquations trouvies par diffirents moyens. II 
parait d’ailleufs par ce passage que M. Poisson s’est occupe seulement 
des lames et des plaques elastiques d’une 6paisseur constante qui, 
etant naturellement planes, ne cessent de I’etre qu’autant qu’elles sont 
pli 4 esetcourbees par Taction d’une cause exterieure. Lorsqu’une lame 
ou plaque est denuee d’elasticite, ou naturellement courbe, ou d’une 
epaisseur variable, on parvient a des ^nations d’equilibre ou de 
mouvement qui sont trfes distinctes des Equations dejk connues, et ne 
sont pas indiqu^es dans le passage cite- C’est ce que montrent les cal- 
culs ci-dessus effectues, et ceuxque nous developperons ci-apr^s ou 
dans de nouveaux articles. \ 

(0 0© beau M6moire, dans lequel M. Poisson a d6duit le premier de la eonsiddration 
des forces inQlScuIaires les dquatipns relatives irdquilibre ou au mouvement des cordes, 
des verges^ dds membranes et des plaques dlastiques, s*imprime en ce momeiit, et doit 
para!tt^dan$idJtpi0i#Hl^feMdmoires > 
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§ III. — Equations d’iquilibre ou de mouvement d’une lame 
naturell'ement droite, mais d’une Spaisseur variable. 


Dans le paragraphe precedent, nous avons regarde comme constante 
r^paisseur 2 A de la lame solide. Supposons maintenant que cette epais- 
seur soit variable; mais admettons, pour plus de simplicite, que, etant 
toujours tr^s petite, elle se trouve primitivement divisee en deux par- 
ties egales par I’axe des x. h deviendra une fonction de a?, et la section 
faite dans la lame solide par le plan des x,y sera renfermee dans I’etat 
naturel entre deux courbes representees par les equations (17). D’ail- 
leurs, si Ton suppose y fonction de x, les angles «, p, formes par la 
normals a la courbe dont a; et^ sont les coordonnees avec les demi- 
axes des x &iy positives, se trouveront determines par I’equation 

cosarfa;-f- cos|3i// = o ou cosa -t- = o. 

Done, si cette courbe se confond avec Tune de celles que representent 
les Equations (17), on aura 


(i33) cosa+cosp^=o ou cosa — cosp^ o. 

De plus, si Ton continue de regarder comme infiniment petits Jes de- 
placements des molecules, et si Ton determine toujours la variable r 
par I’equation ( 5 ), les formules (i 33 ) subsisteront encore sans erreur 
sensible, aprbs les deplacements dont il s’agit, la premibre pour 
r= — h, la seconds pour r = A. Par consequent, on tirera des for- 
mules (4) : 1° pour r = — h, 

(. 34 ) Ag+F=_p£. Fg + S=-P, 

2® pour r= A, 

Enfin, si Pto dbveloppe les quantitbs A, F, B, X, Y, i, 71 suivant les 
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■puissances ascendantos de r, a I’aidc des ecjiialions (rj)), (20), (21), 
(22), on Irouvera, au lieu des formules (37), 


,dh 


F,+Fs^+...+ (A,+...)/i“£ = o, +...'4-|^A(,+As^+...jyj jy 

(F.+...)/i^=-P, B,+B,-g-+...+^F. + +...j -^y 


I (ill 


puis, on on conclura, on negligeanl dans une premiere a])proxiina(ioii 
les lermes du m^me ordre que la fonction h el sa deriv('‘(' 

( 187 ) Fo=o, B,=-P; F.=-(A,+ P)J|, B,^o. 


Cela pos 6 , la premiere des formules ( 33 ) el la premiere il(« ler- 
mules (34) dcvront 6 lro rcmplacees par les suivantes : 


(138) ^•_(A,+P)ig + pX,-^o, 

/ 0 \ dK^ , 1 I di\ . \ 

(139) rfF-(A« + F)j^ + pXo-p-^j.-- 


Quant a la seconde des equations ( 33 ), olio eonlinuera d’elre fourniis 
ainsi quo la seconde des equations ( 34 ), par la premifire approxima- 
tion; mais elle acquerra de nouveaux termes e( oflrira le moyt'n do 
determiner la valeur de A„ si Ton a recours a uint ap|)roximalion noii- 
velle. Concevons, on elTet, que, dans les formules (i 3 (i), on eonserve 
les termes proportionnels au carr^ de A. On lirera de ues formules 


F.— jf,- A,/»^, B,=- P- i B.- 

p A* n _ I rf/i * ji /, dA A* p , 1 

B, 6 X S “ ;F,/t ^ — .g-B,T A, 


puis on conclura de celles-ci. combin 6 es avec la premibre et la seconde 
des Equations ( 23 ), la seconde et la troisifeme des Equations (24), et 
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I’equation (i38) 

„ _ A* . Y \ k 

(i40 j B„--P + ip^Y,+Xo^ ^^ + (Ao+P)^ 


at- ^ 

dx^ 2 dx^ 


Bi= 


A* 


r./v axA 

d’-kil 


dx^\ 


. rfA> 


Par suite, la premiijre des equations (24) donnera 


J‘A 




, , , A* rf*A, . , 

ou, ce qui revient au m^me, • 

, , 3 . (^*Ai 3. d^h /3„ rfXi 3„ rfA\ 

'■<*> -s? — 4*' Si + p (5* ^ ii *■ as) = ”■ 

De plus, comma la variable r, comprise dans les equations (19), 

\ 

(20), etc., est uno quantity du m§me ordre que A, on conclura de ces 
equations, combinees avec les formules (i4o) • 1° en negligeant, dans 
le developpement d(!i A, les puissances de k sup4rieures a la premibre, 

(4o) A = Ao4-A,/-; 

2" en negligeant, dans les developpements de F et de B, les puissances 
de A sup^rieures a la seconds, 


(i44). 


F _ F, 4 - Fi r 4 - F^ =:,Fo ~ ~ ^ Ao+ A, r) 


dx' 


Sinfin, si Ton substitue dans les equations (i44) les valeurs de F# et Bo 
tirbes des formules (t 4 i), on trouvera 


(43) 




B=~P4-ip Y, + X, 


ip(> 


\ dh Ao4-P I rf*A 


'‘li d0 


p ^ rf»* 


)(*’• 
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Lcs equations (i 43 ), (t/i 5 ) sonl rclalivcs a uno lame solido on equi- 
libre. Si do I’etat d’6quilibrc on passe k I’^lat do mouvemeni, il faudi’a 
dans CCS equations remplaccr les quantiles ( 44 ) par les quantites (4.)). 
On trouvera done alors, en negligcanl les lermes proportionnels au 
carre de h, 


m 


fiPA, 

3 . eP/i 

/3Y. 

dx> 



f 3 

I d’rii . 1 

~ f 



()»?, 3 r)*£, dh ' 


%"!l\ 

dxdt*^ h ()t- tLc} 
et, on n6gligeant les temes proportionnels au cube d<( h, 


'>(’‘■-7?)] (*■- '■) -*•4 -(*•+ ''>s I 


d/i 

dx^ 


B=-P+i 


fv 

(y <P|.\ I dh 

A,+ P 


( " dt* j h'dx . " 

p li 


(A*-r‘) + (A„+JM 


ilhl 

(h*' 


Quant a la valeur approchee dc A, die. oontinuera d’etre deterniinee 
par I’equation (4o), I’errcur etant du meme ordro que 
Supposons maintenant quo la lame proposec devionne elastique, et 
quo son elasticite soil la m§mc dans tous les sens. Alors, en adoplant 
les m^mes notations que dans le second paragra|)be et c.ombinanl les 
formulcs (Sy) avec les equations (137), on retrouvera les valours de 
5 ,, Y),, t) 5 donnees par les formulcs ( 58 ), et les valours de A„ A, (lou- 
nges par les formulcs (Sg), ou, ce qui revient au memo, par les sui- 
vantes 


m 



p 

0’ 





? 


0 d^signant toujours uno constante positive propre k verifier I'tiqua- 
tion (62). Mais la quantity Sj acquerra une valeur nouvelle, savoir 


(149) 


t _ • ^ _ s P I dh 
dx* 6-1 K~/ldi’ 



I dh 

II 3 x’ 


ou, ce qui revient au m6me, 

hSf,) t - ' a 
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Cola pos6, s il y a equilibre, les ^uations (i38) el (t43) donneronl 


ePio I d/t 

h dx dx 


, V 6 — I P I rfA 


( 1 & 2 ) £i^k(- _ V _i_ /v ^XA , dfi 


Si, au conlrairc, la lame elastique se meul, on lirera des Equa- 
tions (iSg) et ( 14 G), combinees avec les formules (58) et ( 148 ), 

(i53) ^ dk_d% 


I d’/id‘-no\ d*t)o ,dh A*/ i\ 

I \3 dx'^ dx*) dP dxdxdP 3\ 2 d)dx*dP 




D’aillours, on faisant, pour abregcr, 

ti'SI'l « jdhd-no h* [ i\d*r,o 

et, ndgligeant les termes do Tordre de A®, on conclura do I’equa- 
tion (i54) 

{106) S ^ _j + _ = Y,+ j[Y,A-2^') + h^X,. 

Done, puisque, on vorlu de la formule (i55), I’crdonnee y]o de la ligno 
moyenne sera trbs pou differente de la fonclion y, on aura encore ii 
trhs pou prbs 

d‘hd*f)o\^d^ v^*Vv, dXr\ , dh 


. , rfXA ,dh^. 


Ajoulons quo les valeurs approchees des dEplacements v) el de la 
pression A continueront d’Etrc dEterminEes, comme dans le second 
paragrapho, par les Equations ( 64 ) et (65). Quant aux valeurs appro- 
chEes des pressions F et B, elles se deduiront des formules (i43)» 

exsuvret it C. — S. II, t. VIII. 43 
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(147) combinees avec Ics forraules (58), (148), et soroni, dans le oas 
d’6quilibre, 


(i58) 




tr' 

5~ 




^\ dj! 0 -pjdj;* 


P\ r d/i 
pjh'if' 


Observons, de plus, quo, pour tirer dcs formulcs (i58) los valours 
approch^es des pressions F, B dans Ic cas du luouvomcnt, il sul'fira do 
substituor aux quantites X^, X,, Y, Ics dillcrcnccs 

■'<' di*’ de* dxdt‘^ di* dxde*' 

' et que la secondo de cos differences, cn vcrtu de r6quation (157), sera 
sensiblemcnt equivalente 'a I’exprcssion (92). On aura done, dans le cas 
du mouvement, 






dl, O-t I>\ 

d j? 0 p / d,v" ' 


Les equations (i5i) et (i52) ou (i;)3) ct (157) sont les scules qui 
subsistent dans le cas d’^quilibre ou do mouvement, pour tons les 
points do la lign'e moyenne, entre les inconnues 5#, tjj el les variables 
ind6pendantes x, t. Mais, pour determiner compibtement (‘.es ineon- 
nues, et fixer les valours des constantes arbitraircs ou des functions 
arbitraires introduites par les integrations, il sera n^cessaire d(! joindre 
aux Equations dont il s’agit les conditions relatives aux deux extra- 
niit6s de la lame 6lastique. Si, cotto lame 6tant termin^e par deux plans 
perpendiculaires k la ligno moyenne, ct correspondants aux abscisses 
or = 0, a? S3 a, les deux extrtoit^s sont fixes, alors, pour cliacuno de 
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r-os abscisses, Ics inconnues tjo devront satisfairc aux conditions 
(O7), (68), (69). Mais, si la seconde extreraite devient libre, alors, 
])Our x = a, les formules (70) devront etre v6rifiees, quel quo soit r, 
cl cntraineront : i® la condition (71); 2® les conditions. (72) dontla 
dcrnibre dcvra 6trc remplacee, quand il y aura mouveraent, par la con- 
dition (qi)’ les deux extremites etaient librcs, les conditions (71) 
ot (72) ou (qr) devraient 6tre v 6 rifi 4 es pour x~o, ainsi que pour 
x=a', inais elles ne sufdraient plus dans le cas d’equilibre pour deter- 
miner toutes les constantes arbitraires, ce qu’il etait facile de prevoir. 
ISnfin, si, les deux extremites etant libres, la lame eiastique se trouvail 
terminee par deux plans perpend iculaires, nonplusalalignemoycnno, 
mais h deux droites comprises dans le plan des x, y, etqui, prolongecs 
cn deliors do la lame, formeraient avec les demi-axes des x &iy posi- 
tives, la premibre les angles a', P', la seconde les angles a", P", alors, 
cn raisonnant comme dans le paragraphe precedent, on etablirait 
encore pour chaque extremite la condition (71) et la premibre des 
conditions (72). Mais la seconde des conditions (72) dovrait etre rem- 
placee, dans le cas d’oquilibre, par Tune des formules 


(160) 

(161) 


t!h. 

dai* 


- I dh \ cos|3' 


:X,+ (Y, + X.ig)— „ 


ct, dans Ic cas de mouvemenl, par Tune des suivanles : 


(•62) 

(•63) 








fi>^'=x,+g + k+i 


n't. 

djt dc* 

d% 

6 



Si, les plans qui terminent la lame eiastique etant perpcndiculaires 
il la ligno moyonne, I’un de ccs plans supportait uno pression $ dillc- 
rente do P, alors, pour chacun des points situbs dans le plan dont il 
s’agit, rinconnue devrait satisfaire, non plus ii la condition (71), 
mais ^ la condition (77). 
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Dans le cas particulier oii la force acceloratrico (p et la prcssion P 
s’evanouissent, on tire dcs Equations (i 53 ), (157) 


m) 

(i65) 


hdxdje) dt*’ 
nil d®Yio\ ^ d^Dt 


Dans le mtoe cas, les conditions (72), (iGo) cl (rGr) coincident av<’c 
les conditions (loi), tandis que les formules (iGa), (iG 3 ) so redui- 


sent a 



(i66) 

“■£’=1 

(t I dh d%\ cosP' 

dofdfi h das dp) cos a'’ 

(167) 


/i ( 9 *|o I cosP' 

\8 djs dt* h die dt* ) cos a" 

Lorsqu’on suppose 


(168) 


/i=: b(i + cat), 


b etc designant deux quantiles constantes, les deux courbes roprA- 
sent6es par les equations (17) se reduiscnl a deux droites, ct, par 
suite, les surfaces cylindriques qui terminent la plaque donn6e dans 
I’etat naturcl se r^duisent b deux plans. Dans cette hypotlibso. , l(‘s 
equations (i 64 ), (i 65 ) deviennent respectivement 


(>69) 

“■(g- 

c 

I -[- c:v ()a? / ^ 

(170) 

3(1 + CO!) _ 0 . 


Nous renverrons I’integration de ces dernibros b un autre article. 


§ IV. — liquations H’iquilibre ou de mouvement d'une lame 
nalurellement courbe et d’une ipaisseur constante. 

Considbrons, comme dans le § 11, une lame solide dont Tepaissour 
constante soit reprbsentbe par 2A. Mais supposons que la ligne moyenne 
de la section faite par le plan des cc, y coincide dans I’btat naturcl avoc 
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une cortaine courbe, qui change de forme tandis que les molecules so 
d6placenl. Soient, d’ailleurs, dans I’^tat d’equilibre ou de mouvement 
dc la lame solidc, 

m une molecule comprise dans le plan des !c,y\ 
cci y Ics coordonn6es de la molecule m; 

r la normale abaiss6e de la molecule m sur la ligne moyenne, et prise 
avcc le signe + ou avec le signc — , suivant que la molecule m esl 
situec d’un cote ou d’un autre par rapport h cette ligne; 

X, y les coofdonnees du point oil la normale dont il s’agit rencontre la 
ligne moyenne; 

$ I’arc de la ligne moyenne, mesure k parlir de Tune des extremites 
jusqu’au point (x, y); 

T I’inclinaison de la ligne moyenne par rapport a I’axe des x, c’est- 
a-dire celle des racines de I’equation 

dy 

(17O tangT=^ 


qui offrc la plus petite valour numerique. On trouvera, pourvu quo 
rextr6mit6 de I’arc s et le sens dans lequel on compte positivement la 
normale r soient convenablement choisis, 


(172) 

(173) 


d\ 

^ = COST, 




ds 


siriT, 


^ = X — /• sinr, / = y 4- r cost. 


Cela pos6, si Ton prend pour variables ind^pendantes /■ et ^ au lieu d«‘ 
X ety, on aura 


(174) 




dy 

Jr 


: COST. 


Par suite, les d6riv6es de A, B, F prises par rapport aux variables x, y, 
ot renferm6es dans les 6quations (i), seront d^termin^es par des for- 
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mules semblables k ccllcs-ci 


on sorlc qu’on aura 
Ox Or 


OK 

0 r~ 


OX 

V- SlUT-h -r-COST, 
<).i' tfV 


OX 

■> * I i -f- COST 

/ OK . , Ox 

('76) 


* ''(is 


OX . 

14 -pSinT 

OK OX . Os 

— , — = -v-<‘08TH , 




Done Ics Equations (i) donneronl 

OK 


(■77) 


OV . 

^ COST 4- sinr 

. , Of , Os Os , . V ~ 

^SinT 4 - ^ COST +•• hpX.- -0, 

Or Or , 

()F <JB . 

,n -pC.OST 4- 

^1? ^R Os Os I * V A 

— ^ SUIT 4- COST H H P Y = 0. 

lis 


Do m6me, on tirera des Equations (2) 


(.78) 


OK , Of . 

,1 -3- COST 4- -7- SUIT 

OK . Of Os Os ... 

sm T 4- COST i- p ( X -- "V ) -■; o, 

Of , dR . 

-7-COST 

, OH , Os Os , ... 

smT 4 - — COST j ^-p(V — ,T).t-:o; 


Or 


Or 


dr 

\-~r-f 

(Is 


puis, on admcUant, commo dans Ic § 11, quo los d6[)laoomcnts dos 
molecules sont trbs petits, on on conclura 

OX OV . 

,* iLi -J-C0ST4- -j— SIDT 

OK. Oh , Os <)s V <'7*£ 

— TT S'OT 4 - COST -1 3 ;:^ h pX ” P 


Or 


Or 


i — r- 


dr 


(179) 


<;F dR . 

dF . dB „ d‘v, 

-578 mT+^C 0 ST 4 - +pY = p^. 


Or 


i—r 


ds 


Oi* 
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Les fomules (177) et (179) subsisteronl, quels que soient r et s, les 
premieres, dans I’etat d’equilibre, les autres, dans I’etat de mouvemenl 
dc la lame courbo. Quant aux formules ( 4 ), elles devront 6tre v^ri- 
lle.es, lorsque, en attribuant k la variable r une des valeurs —h,+ h, 
on rcmplacera cosa par -sinvetcosPpar cost. Donc,lespressionsA, 
F, B devront satisfairc, pour r = — A et pour r=h, aux deux condi- 
tions 

(180) (A-h P) sin Tr-F COST =0, Fsint — (B-i-P)cost = o. 

Concevons mainteuant quo, dans les equations (177), (179)* (180), 
on developpe les quantit 4 s A, F, B, X, Y, !r], consid 4 rees comme fonc- 
I ions de s et dc r, suivant les puissances ascendantes de la variable r, et 
que ces d^veloppements continuent d’etre represent 4 s par les seconds 
membres des formules (19), (20), (21), (22). Supposons, d’ailleurs, 
constantes la pression P et la densite A relative a I’etat naturel de la 
lame solide. La densite p, iniiniment peu diiTerente de A, pourra elle- 
incme 6tre regardee comme constantc, ct les formules (177) devien- 
dront 


Fi cost — Ai .sint -i- (Fj cost — At 8int)r + (Fj cost — Aj sint) - + ■ • • 

B, cost — Fi sint - 1 - (Bi cost — F| aint)r + (Bj cost — F» sint) . 

H- sinter 4-. ..j ^i-i- ••^■4- p(Yo+Fi^-i""0 

Done, puisque ces formules doivent subsister, quel quo soitr, on aura 


VI 1 ( ^Ao OtF|) . y 

Fi COST — Ai smT + COST -i- siht 4- p X»= 0, 


ds 

dki 


(.8a) { F.coST-A.sinT+^cosT+§sinT 

\rfT 


+ (i'cosT4-’^smT)ii + pXi=o, 


ck 


ds 
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Bi COST — Fi SUIT -t- COST 4- SUIT + pVo=0, 


(.83) 


ch 


Bj COST — Ij SUIT -h - 3 - COST H 7 — SUIT 


1 D« 


ds 


ils 


/dPo , dHo . \ dr ^ 


Muis les formules (r8o), qui devront elrc verifiecs sculeiticnt pour 
/• = — A el pour r = h, donneront 

I . /jS 

( Ao + P ) siiiT — Fo COST 4 — (A* sia t — Fj cost) 4 - . . . = o, 

2 

A® 

AiSiuT — Fi COST+ -^-(Aj COST — F» sinT)-i-... — o, 

A* 

Fo SiUT — (BoH- P) COST sioT — B* cost) -H. . .st: 0 , 

A* 

i FisiuT — Bi COST 4-1^ (F, sinr — B»cost)4....=o. 


Les equations (r83), ( 184 ) sont relatives a I'etal d’equilibre dc la lame 
eourbe. Si cette lame 6tait en mouvement, il faudrait remplacor, dans 
CCS m§mes equations, les quantiles 

(i85) X„ X„ X„ Yo, Y„ Y 

par los differences 


(. 86 ) 



dt*’ 

d'Tio 


‘ dt* 
‘ df^ 


dt* 



•• • » 


11 est important d’observer quo, dans les formules prec6dontcs, k^, F, 
et Ffl, Bo expriment, comme dans le § II, les projections alg^briqucs 
des pressions ou tensions excretes au point (x, y) de la ligno moyenne 
contre des plans perpendiculaires aux axes des x et y, tandis que 5»» >]o 
expriment les d^placements de ce point mesur^s k partir do sa position 
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primitive parallHemcnt aux mfemes axes. Quant aux quantiles (i85) 
qui rcpresentent ce que deviennent, pour r= o, les fonctions 

dr’ dr‘’ dr’ dr*’ 

dans Ic cas oil Ton considbrc comme variables ind^pendantos I’arc s de 
la ligne moycnno et la distance r mesuree a partir do cette ligne, on 
pourra facilcment les determiner en faisant abstraction du changement 
de forme de la ligne moyenne qui n’aura sur les valeurs de ces memos 
quantiles qu’unc influence insensible. 

11 restc a montrer ce que deviennent les formules (182), (r83), 
(i84)» dans le cas ob la quantity A est Irfes petite. Or, si Ton neglige 
dans une premi'ero approximation tous les termes qui ont pour fac- 
tcur A®, on tircra des formules (184) 

(187) (AoH-P)siiiT — roCOST = o, FoSinr — (BoH- P) cosT = o, 

(188) At SUIT — Fi COST = 0, Fjsinr — B)C0 st = o, 

puis, des formules (182), (x83), 

, „ . rfAo rfF, . « rfFo rfB, . V 

(189) -^cosT + -^smT4-pX9=o, -—cosT-H -^smT 4 'pY«=o. 

Si maintenant on dlimine entre les formules (187), (189) les pres- 
sions Ao, Fo, B*, on en d6duira une equation de condition 'entre les 
forces ace6l4ratrices Xo, Yo. Pour effectuer I’^limination, transportons 
(I’abord dans les formules (189) les valeurs de A# et de Bo tirees des 
formules (187). On trouvera ainsi 

(tgo) ~ — F«cotT^ + pXoSinT = o, ^-f-Folangt^ -t-pYoCosTrro; 

puis, en faisant, pour abr^ger, 


(191) 


OSwrM ia C. — S. 11, t. VIU. 


dx I 

s-:’ 


43 
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on tirera dcs formulcs (190) 


(192) 

et, par suite, 


Fo= pi(Xo sinr — YoCOSt) sIiitcost, 
^ +- p (Xo sln’T 4- Yo cos’t) = o, 


(193) 


rf[t(XoSinT — YgCOST) ] 
ds 


+ Xo COST H- Yo sinr = 0. 


Done, une lame naturellcment courbe, ct d’unc 6 paisseui' constant e 
mais tres petite, ne peut rester en ^quilibro aprbs un changement de 
forme presque insensible, ii moins quo Ics forces acceleratrices appli- 
qu 6 es aux divers points de cette lame ne soient telles que I’equa- 
tion (193) se trouye ^ triss peu prfes verifi 6 c. Si Ton donne a priori 
ces forces acc 61 eratrices, I’equation (193) determinera Tangle t ( 5 on- 
sider 6 comme fonction de s, ct rcpresentcra la courbe k laquollo. la lame 
se reduira dans lo cas d’^quilibrc, lorsquc son kpaisscur deviendra 
infiniment petite. Cette conclusion cst ind 6 pendantc dc la nature de la 
lamo et dc son ^lasticitS plus ou moins parfaite. Elle subsislo mt^nu' 
pour uno lame entiferemont depourvue d’elasticit 6 , ot la courbe dont 
nous venons de parlor cst precisement cello qu’on obtiont, on suivaiit 
Ics principes connus, quand on recherche Ics conditions d’equilibn' 
d’un fill parfaitement flexible renform^ dans un plan ct sollicite |)ar 
uno force acc 616 ratrice qui vario d’un point k un autre., Dans le cas 
particulier oh la force acc 61 eratrice devient constanto ct constamment 
parallkle k elle-mfime, la courbe dont il s’agit cst cc que Ton nomnu' 
une chainette. Si Ton suppose, par excmple, la force 9 r^duitc k la gra- 
vity g et parallkle k Taxe desy, on aura 

Xo = o, Y«=^, 

et T^quation (193) donnera 
(194) rf(vcosT) =:sinT«Ey=:rfy, 

puis on en conclura, en integrant et d6signant par b uno constante 
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arbilrairc, 

, , ds 

y = 6 + t.COST=i + COST^- 

On aura par suite 

rfy _ sinz-rfr , 
y — 6 COST ’ 


puis, on integrant de nouveau et designant par c une deuxibme con 
stantc, 


(195) 


y-b = 


c 

cost’ 


Knfin de I’^quation (igS), combinee avec la suivanto 

, dx* dx* 

C0S’T= j-t = , 4 , — j-TJ 

ds* dx*+ dy* 

on tirera 

— =± 

v^(y — 6 )*— c*’ 

ct, par consequent, 



a designant I’abscisse correspondante k I’ordonnke b + c. Comme 
I’kquation (196) peut fetre remplac^e par celle-ci 

-inf =±iry:ii 



on en conclut immediatement, cn passant des logarithmes , aux 
nombres. 


(W) 




Telle cst cffectiyement r6quation de la chainette en coordonnecs rec- 
tangulaires. 

II est bon d’observer : i® que la quantity designee par x, ot d^ter- 
minke par la formule (191), est pr6cis6ment Ic rayon de courbure de 
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la courbe (193); 3 ° quo Ics binomes 

(198) ' Xj COST 4- Y« sinr, YoCost — Xosinr 

representent les projections algebriques de la force acceleratricc appli- 
qu 6 e au point (x* y) sur la tangente a cette courbe prolongec dans le 
m^me sens quo I’arc s et sur la normale r. Done, si Ton designe par So 
et^o ces monies projections algebriques, I’^quation (193) pourra etre 
rMuite a 


Passons maintenant h une approximation nouvcllc, en supposanl 
que la quantity A, quoique fort petite, devienne tres superieure aux 
valeiirs num^riques des d6placements I, tq. Alors, par dcs calculs som- 
blables k ceiix que nous avons effectues dans lo premier paragraphs, 
on deduira des formules (182), (i 83 ), (184), non plus I’equation d’unc 
courbe dont la lame elastique, soumise k la force acceleratrice 9, devra 
s’ecarter trbs peu, soil dans I’etat naturel, soil dans I’^tat d’tiquilibre, 
mais les valeurs approchCes des d 4 placemcnts trks petits des mole- 
cules, ainsi quo lo changement de forme do la lame; et les rosultats 
auxquels on parviendra seront dilFerents suivant qu’il s’agira d’une 
lame Clastique ou depourvue d’elasticite. On pent d’aillours simplilier 
notablement les calculs dont il s’agit, a I’aidc des considerations siii- 
vantos : 

Soient 

Pt, Pi les pressions ou tensions supportees, au point {oe,y) de la lame 
solidq, par deux plans perpendiculaires I’un k I’arc s de la lign«' 
moyenne, I’autre k la normale r, du c6tk oil Ton compte positive- 
ment la longueur « ou r;' 

# les projections alg!§brique^ de la pression ou tension /?( sur la 
lan^ente k I’arc j et sur la normale rr 
¥,?iiflC8 proiectiona alg^briqUes de la pression ou tension Pi sur les 
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.s, i/i Ics projections alg 6 briques sur ces droitcs de la force accelera- 
trice <p; 

a,, p, les angles formes par la tangentc a Tare s prolongee du cote oii 
cet arc sc comptc posilivcment avec Ics demi-axes des sc ct y posi- 
tives; 

Ka, ^2 les angles formes par la normale r prolongee du c 6 t 6 ou r so 
compte positivemcnt avec les memes demi-axes ; 

X,, Xj, [x,, [Xa les angles formes avec ces demi-axes par les directions 
des forces JO,, jDa. 

On aura evidcmment 

r 

(soo) cosai=cos^ C08j3,=:sinT, 

(201) cosa,= — sinr, cosPj=:cosr. 


Do plus, comme les angles formas par les forces acc61eratrices ip, d’une 
part, avec les demi-axes des ccaiy positives, d’autre part, avec la tan- 
gente k la ligne moyenne ct la normale r, auront rcspectivement pour 
cosinus : les deux rapports 

X Y 
9 9 

2 ® les rapports 

— > — > 

9 9 

on trouvera encore 


(202) 


' a 

9 

? 


= — cosa,+ -cosS( = 
9 9 

X Y 

= — COSeta-i COsSa = 

9 9 


Xcost-H Ysinr 

_ 

Ycost — XsinT 

' ~9 


Par suite, les projections alg 6 briques s ct A de la force acc61eratrico 9 
sur la tangentc a lajigno moyenne et sur la normale r seront d^tenni- 
n 6 es par les formules 

(2o 3) fS = X cost - t- Y sinr, A = Ycost — Xsinr, 


Si, dans les m§mos formules, on remplacc X, Y par les projections 
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algebriques do la pression p^, ou p^, sur Ics axps dcs a? (>t 7 , on ilcvi’a 
remplaeer en m 6 mc temps s cl n. par x ct ^ ou par i cl Ou (rnuvcra 
(Ic uctle mani^rc 


(ao4) J(.=/),(COsXiCOST + COSfiiSiUT), i =:/),(COS|Jl,COST-(!OsX,sillT), 

(ao5) i =jJi(cosXsCOST+cosft,sinT), il!)=:/Ji(cosf*iCOST“(‘os).jSinT). 

Enfin Ton aura, cn vorlu des 6 quations( 3 ), 


(ao6) j 
(ao7) 

el I’oii tirora 
(2o5), 

(ao8) 


p, cosXi = A cos«i + F cos (3, = A cosr 4- F suit, 

Pi cospi = F cos«, 4- B cos |3i = F COST 4 - R siOT, 
p,COSXi =AC0 S«i4-F C 08 P, = F COST- AsiUT, 
jjj co8pj= F COS a, 4- B cosp,=: B COST - F siUT; 

dc ces dernieres, combinocs avcc lea 6qualions (20/4), 

I X = A cos*T 4 - B sin*T 4- aF siiiT cost, 
ili = A sin*T 4- B cos’t -- 2 F sin t cos r, 

§ =F(cos*t - sln*T) — (A — B) sinr cost, 


OU, CO qui rerient au m^mc, 


(209) 


jg — AiJ — ?cosaT4-Fsin3T, 

a a 

( ,1 A 4- B A — B „ . 

{ 1l!t= C082T~Fsin2T, 

a a 

« E A-B . 

J =FcosaT sinaT. 

a 


8l mainlcnant on transporto dans les formules (2o3) Ics valimrs d(> X, 
Y tiroes des formules (177), on trouvora 


I d(A + B) , I ()(A-B) ()F . 

dY id(A-B). I ' ’ V + 3 cosar4- -^-smaT 
_cosaT- - smaT+ 


t — ^ 


dr 

7s 


I _ I d(A-B) 

a dr a 


dF . 

cosar— ■T-sinaT4- 
or 


dY^^^ I <J(A-B) . 
^cosaT-j— jj-^mat 

- 

. ds 


4-pA 
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puis on on conclura, en ayant egard aux formules (191) et (209), 

dA, . 

■ + pS rz Oj 


(211) 


dS ds ds 




(k 

i-r-y 

ds 


-F + dr-^p^=^’ 

' ’"ds 


ou, CO qui revicnt au m6me, 

I djr*^) 


(212) 


dX di , 

ds dr x.r dr ^ 

().f . dtf.i I 






Cos (Icrniercs formules peuvcnt fitrc substitutes ayec avantage aux 
Equations (177). Ajoulons quo des formules (180) ct (207) on tirora, 
pour r=:±/i, 

(213) jj,cosX,=EsinT, ptcospj=:— Pcost, 

et quo cclles-cl, elant combinees avec les Equations (2o5), donncronl* 
commo on devait s’y attcndro, 

(214) ' #=0, ll!. = -P, 

Goncevons k present que, dans les Equations (212) et (214), on dt- 
vcloppo les quantitts 

Xf 3^ 31. 


suivanl les puissances ascendantes do la variable r; et soient, en con- 
sequence, 

r* 

( 21 5) rz: Jliiir 4" oil#* ” + • • M 

(ai6) == ^8 lib == 'llboH" 4" ’ 

;.S 

( 217 ) fS =:5o4- 4". * •> ^ r=c‘Ko4-' 4-<-'fls"^ 4-* . 
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A.O, ^0^ Dl>o» So. Sio. J>»i. 'vii'j. S,, JL,, . . . dosif^naiiL dos fonctions do la 
variable s, qui represonteront los valours do 


»Ai>, llJt, S, c'ft, 


dol. d-f di'i. OA dA 
dr' Or' Or’ dr’ Or' 


corrcspondanles r=o. On lircra des Ibrmulos (212), qui doivcMil 
subsistcr quel quo soit r, 


(218) 


( dAo 
(Is 

^ ds 

I 

I IF 


+ -fi- 



5 «= 0 , 


H- -I- p ^§1 — - 

4 ,^,_ 


o. 


0 . 


(a'9) 


/ d'i I 

-I- iftij + “ ■” '^ftio) + p Aj“ o, 

-^4 + V’.j + - ( Jli>j — 2 ill)i) 4- p ^Aj ■— A((^ o, 

I 4" tli'} ^ ~ p j “ “ “ 0, 


Mills los forraules (at/j), qui doivont 6 lro vorilioos setflonuMil pour 
r = — A ftt pour r = h, donneront 


(aao) 


^0 ~ + • • • ~ 0, 4- '”^1 4“ . ■ . ~ o, 

Vl!>o4-lfi>s^ 4-. . . — — P, lttH4-'lll>84- 4-. . . o. 
» o 


Si, dans cos diverses Equations, on n^gligeail los tcrmcs proportion- 
nels au carr 6 do h, les formules (220) so r^duiraiont k 

(aai) 


#oS5:0, Vloi=— P; #1=0, 
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et, par suite, on tirerait dos formules (218) et (219) 


(222) 

— -i-pSo_o, 

( 223 ) 

“ (ollflo + P) *+” p<?A .0 = 

'V 


puis, en eliminant entrc ces deux dorniferes, on retrouvorait la for- 
raule (199). Si, au conlraire, on conserve, dans les equations (218), 
(219), (220), les termes proportionnels au carre do h, mais, en conti- 
nuant de negligcr les puissances dc h sup^ricures a la seconde , les 
Equations (220) donneront 

(224) = D!„=-P- = = 


et Ton tircra dos equations (218), (219) 

4 

p 8 o+ A> i = 0, 

-I- 1^* -t- p ^81 — 1 8,^ ^ a?,= 0, 

H- - ^^,-1- p^ 8 ,- ? 8 ,^ =0; 

-(9A0+P) + p8to-h — g'Ubj = o, 

(326) < i J^i-hllbj-t-p^^li— -^0^ + y O, 

-I (JUj— Sllbji) - 4 - "Vlils-t- p r^L|— - — 0 . 

j flW v \ *" / 

Enfin, si Ton substitue dans les deux premiferes des Equations (224), 
ainsi que dans la premiere des formules (225) ou (226), les valeurs 
approch6es de ^*, iftj, ift.,, fournies par la troisifemc et la quatrifemo 
des formules (225), ou par la troisifeme et la quatrifeme des formules 
CBr«<-r«*c.-s.n,t.vni. 44 
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(226), savoir 



on trouvera 

(2a8) 


ot 




Lorsquc, entre cos dcrniJircs Equations, on climinc la prossion on 
tension Ao disparalt on m6mc temps, et Ton obticnt la formulo. 
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(levant hire sensiblement nullc dans le cas d’equilibre, le produit 


3 


rf(t.(Ro) 

~dr 


} 


compris dans lafomule ( 23 i), ne sera pas necessairement tr^s con- 
siderable, comme on pourrait le croire an premier abord, ef quo, en 
consequence, la fonction JU,, determinee par cette formule, conservera 
generalemcnt une valeur finie, comparable a la pression ou tension Xo 
que determine I’equation (aaS). De plus, comme la variable r comprise 
dans Ics formulcs(2r5), (216) est une quantite du meme ordre que/f, 
tandis que les valeurs de ^4, 114,, fournies par les equations (224), sont 
proportionnelles au carre de h, on conclura des formulas (aiS), (216) 
et (228) ; I® en n6gligeant dans le developpemerit de x les puissances 
de h superieures k la premiere, 

(SiSS) cAa oAoo H- oRaj 


2® en negligcant dans les devcloppements de if et de iii> les puissances 
de k superieures a la seconde. 


( 234 ) 




r*). 


Ainsi, aprks avoir determine les fonctions Xo, x, k I’aide des equa- 
tions (228) ot ( 23 i), il sufflra de recouriraux formulas ( 233 ) et (234) 
pour obtenir les valeurs approchees des pressions x, nb relatives k 
retat d’equilibre. 

II est facile d’exprimer les quantites ci-dessus designees par Ao> 

Aj, 3* en fonction des quantites Xj, X„ Xj, Yj, Y,, Yj. En effet, 
si, dans les formulas (217). on substitue les valeurs de s, A donnees 
par les equations (208), ou plutdt par les suivantes 

I r* 

8 = XoCOST -i- Yo sinr + (XtCOST-hYi sinT)r-+- (X,cost -t- Y, sinr) — -1-. 

Y» CMt — XfSinr + (Yt COST — Xi8iDT)r + (Y, cost — X*sinT) — 



348 SUR L’fiQUILIBRE ET LE MOUVEMENT 

on en conclura, en 6galant cnlre cux los coefficients dcs puissan(M‘s 
scmblablcs de r, 

So = Xo COST + Yo sinr, = Xi cost + Yi suit, iij = Xj cost -h Yj siiiT, 
A|, = Yo cosT-XoSinT, Ai = Yi cost-XisIht, <'fti=:Yj cost- X,sinT. 

Observons encore quo, dans les diverses formules auxqiiclles nous 
sommes parvenus, on pout, sans erreur sensible, al(ril)uer ii I’incli- 
naison t: et au rayon de courburot do la lame on e({uilibre les valeiirs 
quo pr68cntaiont ces memos quantiles dans I’etat nalurel de la lame. 

Do cclle manibro t el *■ deviendronl dcs fonclions eonmuis et delt'rmi- 
nees do la variable s. 

JLorsque, dans I’etat nalurel do la lame proposce, la ligne moyenne 
coincide avee I’axe des a?, on a scnsibloment 



T=o, -=o, s—a, X = A, il!) = B, .f-rP, SrrX, A- Y. 

Done alors les formules (222) et (aSo), (228), (233) et (23/j) so rb- 
duisent, comme on devaits’y attondro, aux formules (/|3), (3(5), (/|o) 
et (43). 

Supposons maintenant que Ton considbre la lame courbe, non pins 
dans r^tat d’equilibre, mais dans I’btat de raouvement : 11 faudra rimi- 
placor les quantitbs 

x„ X», X,i Ya, Y., Y, 

par les difTbrcnccs 


Xo- 




dt* 





Y 


Done, si Ton fait, pour abr^ger, 

(*37) ?cosT+y)sinT = y, . ticost— $ sinT= 5 , 


e’est-k-dire si Ton d6signe par S ct par y les d6placemcnts do la mole- 
cule m mesures parallblemont et perpcndiculairement k la normalc r, 
si d’ailleurs on repr^sente par 

(a38> •, i = 3o + 3,r-|. -t-. . . 

» 2 
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Ics devcloppements des fonctions y ct 8 suivant les puissances ascen- 
dantcs dc r, on devra remplacer les quantiles 

(iSg) Sj, 8j, 


quo delcrminent les fomules (236), par les expressions 
(2^0) 

ct los quantites 


dfi 


> a, 






at*’ 


(24 i) 




par Ics expressions 
( 242 ) s 




Par suite, cn n6gligcant d’abord les termes proportionncls au carr^ de 
A, on tirera des formulas ( 222 ) et ( 223 ) 


m 


dA/ii 

ds 


+ p8«=p 


a*)', 

at*’ 


m 


^(illn+P) + p^o=P^’ 


Si, au contraire, on conserve les termes proportionnels au carr^ de h, 
pn tirera de la formule (23i) 



I I „ I a , , <iA, , I , rfi. V I / . \ *' / 

La*"5“S S ‘ ds* . 

J. .iM . 


at* 
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Obsemns, dc plus, que, si Ton rdduit le polynomt* 


I _i dW 

a 2 ds 


-y.+ 


ds 


I dt 


ds ().v* ' 



~ds~_ 


au soul termo 


3 r d(*3o)l 

/(‘P ds J’ 

qui sera en general trfes grand par rapport aux autres, I’equalion (sfyCi) 


(a46) 


deviendra 


1 3 

‘‘['IF) 

ds 

ds ^ 

3 


“/)*P 

l‘‘ * J 

+ 9 

I I rf(tA,) a 

’'OJ "" — — - 

^2 2 1 


dt* 


I, I, 


ds 


ds* 


Quant aux termes qui renfermeront 3,, 3, ct Aj, on no devra pas h^s 
n^gliger vis-k-vis du terme 



En effet, pour quo les deplaccments dos moldculos rustont tres petils, 
comme on le suppose, pendant toute la durde du mouvement, il ost 
n6ces8aire que la lame courbe s’4carte trks peu d’une position d’6qui> 
libre, et que, en consequence, I’exprossion (sSa) soit une quantite 
trks petite du memo ordre que A‘. 

Si, aprbs avoir multiplie par ~ les deux membros do TAqua- 

tion ( 246 ), on supprimait les termes proportionnels au carre do k, 
on obtiendrait la formulo 
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que Ton pourrait memo reduiro a 


(a48) 



dM 

ds 



dt* 


0 , 


en negligcant avcc A® la quantity du memo ordre So — La for- 

mule (247) ou (248), que Ton pout d^duire immediatement des Equa- 
tions (2*43), (244)» en eliminant x# entre cos equations, est analogue 
k la secondo des formules (34), et ne subsiste, commc elle, que pour 
des valours peu considerables do t. En integrant deux fois do suite la 
formule (248), on trouverait 


(249) 


yo- 


ds 


— ^(jf) + rF(i), 


^(s) ot F(j) designant deux functions arbitrages propres k reprEscntor 
les valours initiales des expressions 

.. dy, 

ds ’ ds ds* 

Aux Equations ( 228 ), (23i), ( 248 ) et ( 246 ) qui subsistent, dans 
I’Etat d’Equilibro ou de mouvement d'une lame naturellement courbe, 
pour tous les points de la ligne moyenne, on pent joindre d’autres for- 
mulcs qui sont relatives aux extrEmitEs de cette ligne, et que nous 
allons faire connaitre.’ Concevons, pour fixer les idEes, que, dans I’etat 
naturol de la lame Elastique, on dEsigne par a la longueur de la ligne 
moyenne, en sorte que les extrEmitEs de cette ligne correspondent k 
$ s: 0 ot k f = a. Supposons, d’ailleurs, la lame terminEo dans le sens 
de la longueur par deux plans perpendiculaires k la ligne moyenne. Si 
les deux extrEmitEs de cette lame deviennent fixes, ou plutot, si, les 
extrEmitEs de la ligne moyenne Etant fixes, les points renfermEs dans 
les plans qui terminent la lame sont assujettis de manikre k ne point 
sortir de ces mEmes plans, on aura, pour # = 0 et pour j = a, non sou- 
lement 
(aSo) 

(25i) 


yo=o, 

0, 
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mais encore y = o, quel quo soil r, ct par consequent 


(95a) yi = o. 

Si, au contrairc, les deux extremites dc la lame ctant libres, eliacun 
dos plans qui la terminent ost soumis a unc prossion oxlerioun^ et nor- 
male, designee par tf, on aura pour s = o, et pour s — a, (jiudb* quo 
soit la valour de r, 

(253) X= — <S, # = o; 

el on combinant ces dernieros formulcs avee les Equations (add), 
(234)» on on conclura, dans Ic cas d’oquilibrc, 

(254) A|,=-te, 

(255) Jl.i=o, 

(256) ^ + p(s.-~«.) = o. 


Ajoutons que, pour passer do I’^tat d’ 6 quilibre k I’fital de mouvemenl, 
il suffira de rcmplacer So, 3, par les differences 
dans la formulc (aSG) qui deviendra ainsi 


(967) 


<is 



p 



Enfin, si la lame solido offro unc cxtr4mit4 fixe, par excmple, celle qui 
correspond k ^ — 0 , Tautro extremitd 6 tant libre, les conditions (aSo), 
(a5i), (aSa) devront 6 tro v 6 rifi 6 cs pour uno valour nullo dc s, ct les 
conditions (254), (a55) et (aSG) ou ( 257 ) pour s = a. . 

Lorsque Ton combine la condition (254) avee I’^quation (aaS), on 
en conclut 

(958) 

pt 

Cette derni^re formula montre que, dans le cas d’^quilibre d’une lame 
naturellemeut courbe, la force acc 4 I 6 ratrice normals A# doit se r^duirc 
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^ p 

sonsibicmcnt ^ pour une extremite libre. Done la difference 

pi, i 

- $— P 

(aap) Ao 

P* 

doit etre, pour une extremite libre, de I’ordrc des termes omis dans 
requation (223), c’esl-a-dire quo cette difference doit 6tre de I’ordre 
de A*. Si Ton avait 6gard aux termes de cet ordre, alors, au lieu de la 
formulc (258), on obtiendrait celle quo lournit I’elimination de 
cnlre les equations (280) et (254), savoir 




d$^ 




Quand on veut tiror parti des conditions relatives aux limites pour dtv 
terminer les constantes arbitraires introduites pour I’int^gration des 
lormules (228), (281), il oonvient de subsliluer a la condition (254) 
la formulc (2C0). 

On poyrrait imaginer diversos hypotheses en vertu desquellcs les 
conditions relatives aux extr^mit^s dc la lame seraicnl rcpresentces, 
non plus par les formules (25o), (25i), (252) ou (255), (256), (260), 
mais par des formules nouvelles. Ainsi, par exemple, si les extremit^s 
dc la ligne moyennc*, cn devenant fixes, prenaient des positions dis- 
tinctes de celles qu’clles occupaient dans I’etat naturel, les valeurs do 
Yo, S,, correspondantes h ces extremites, se r^duiraient, non pas a 
z6ro, mais k des quantit^s constantes. On pourrait supposer encore 
que les extremites dc la ligne moyenne sont assujetties k restcr sur 
dcs courbes donn^cs, ou que les plans qui terminent la lame sup- 
portent des pressions ou tensions dirig^es d’unc manibre quclconquo 
et donnbes cn chaque point, etc. Dans ces differents cas, la recherche 
dcs formules qui devront btre substitutes a celles que nous avons obte- 
nues se dtduira sans peine dcs principes que nous avons exposts. 

Dans les diverses tquations ci-dessus ttablies, les quantitts Yo> ^0 
dtsignent les valeurs de y, S correspondantes k r = 0, c’est-k:dire les 

OEuvret it C. - S. U, t. VlII. 45 
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floplacoments (I’un point do la ligno inoyoiuu'! ni(‘siiros poppoiidioiilai- 
romonl ct paralU'lemonl ii la iiopmalc r. Cos (|iian(.i(.6s <>( los doplaoo- 
luents io. ^0 ‘Iw memo point, mcsuros paralloh'iiK'nt aiix axes, soul lios 
onsomble (>ap los formnles 




(;osr-t-v]„siiic — y„, 


vi„ c.osr -- $ 1 , sinr ■ i5o. 


Quant, aux quantitos cUf#, ill)*, olios poprosontoni l(‘s ppojo.otions 

algebriqiios, sur la langento a raP(5 s do la ligno inoyoniK' (d snp la 
nopinalo r, dos ppcssions on tonsions oxopooos an point (x, y) oonlp<‘ 
(los plans porpondioulaipos a oot. upc <‘1, ii (;(dt(f nopinal(‘. R(‘m5iP(|Uons 
oncopc. quo, si Ton designc par / la lapgoup do la lanio |)poposoo, la sec- 
tion failo dans cctte lamo pap nn plan p(<pp(‘ndiculaipo Si I’apo s snppop- 
lora nno prcssion on tension donl l(‘s ppojootions alg(‘bpiqn(‘s sup la 
tangente Si la ligno moyenn<.‘. ot. sur la iiopinalc r soront r<'pposonl('*os Si 
trtis pen prbs par los produits 





('I, dont, lo point d’applicjation sora s/ipard d(* la ligni' nioyonno pup nno 
distance qui aupa poup mosuro la vabnip iiimKipiqiK' dn pappopt 


( 263 ) 


1 1 Xrdr 

J..h 



A* pJlaj 

3 


Done lo ppoduit do cetto distance par la prcssion on tension 2 X„/i/, 
c’est-li-dire Texpression 

( 264 ) 

expriiiiejpa* au signe prfes, lo naoment do cetto prcssion ou tension par 
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I’apporl a I’axe mone perpeiidiciilaipemcnt au plan dcs x, y par Toxlre- 
inili! do I’arc s. 

(!lonccvons a present quo la lame proposee devienne elastique, el que 
son elasticite soil la niemci dans tons les sens. Alors les quantiles A, F, 
B soront delcrminces par les formules (53) ct (54), dans lesquellcs x, 
y sonl regardecs comme variables independantes. Or on lirera do cos 
• formules combinees avee les equations (55) ct (sop) • 



D’ailleura, cn rcmplaijant les variables independantes x et j par s el r, 
a I’aide dos formules semblables aux Equations (lyo), ( 176 ), on trou- 
vera 


Z Z. Cl 


-,---cosaT+ -r^sin 2 r=: cost — -—sinr suit -h cost - h -r ^ suit cost 


dy doi 


()l ’ 

,0 -t^COST 

. ds 

-pSmTH , 

dr r 

X. 


dl . 

/»AU ^ 3. Cl r 


II— vwr* b -r ^ c 

ax dy 


i siniiT — ~ (‘osiiT=:— I ^ COST — ^ sinr | cost+ ( v^cosr + — smr 1 sin t 


\d/ diT J . \dx dy 
d; . 

-pSinr 

d; , ds 

~costh , 

dr r 

t 


dl dn . 

^ ^ ™C0ST + -j-smT 

dl dri ofi <)§ . , ds ds 

dss dy dr dr _ r 

' t 
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l)otu‘. l('s formulas (2()5) donnoronl 


K 


0 -hi I <?*o . 

COST — V' 

dr dr 



e-~i_ 

3 




i)rt . 

■,-C0S7-H , SUIT 

dx ds 




ou, cc qui revient au memo, 


• (hi . 

„ . .. -^cosrn- .-smr 

X fin dc . <h as 

— rr: — COST — ^ SinT“h 6 > 

K dr dr r 

I 


(266) ^=.^(^gco8r-|.sinT) 


d^ drj . 

,-cosr-l- . SUIT 
^ ds ds_^ 

~r ’ 

t 


,f O-i dl d-n 

r?~-— -- -^COST-H-.r 


di\ di . 

COST - ■•SUIT 


K 


dr 


dr. 


SlIlT-t- 


ds 


<k 

r 


( 367 ) 


Knfin, si Ton combiiu’i o(5s dernierns avoc. los fornuih's (2^7), on oA 
conclura 

dy 

"R« dd „ds t 

X 

dy __d 
ill> .dd , ds X 
K dr r 

t 

# _ 6 — 1 ( dy ^ t 
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On trouvera par suite 
(268) X = + 



puis, en faisant pour abregcr 


^o_i 


ds 


ds 


(271) 

I 

on tircra’: i® dos equations (221) et (269) 


(272) y,=- 
(278) y,:-- 


ds tj 


d^_ I iR 
ds'^9 ds^ 




2“ des 6quations (221) et (270) 




On aura done, on vcrlu <lt' la fortnuK' (Ga), 


p 

(377) alln(|=:pfl*I— 

(■jyS) Jloi — — 4- “j— (''it'(i+ l*)t 

(279) cl,j- g fl -h - 4,,. 


II est mainlcnanl facile do former los equations qui (lolenninoiU los 
valours des dcplacmcnls fo, Sj dans I’etal d’equilihro ou do inouvo- 
inent d’unc lame dlastiquo naturellcmcnt courbe; ('t d’abonl, si oellt' 
lame est on 6quilibrc, on tircra do requalion (22!!) combineo avoi^ la 
formule (277) 


(sSo) 


O-i I* 

fl* I 4 " * An + — fT— “ ~ 0, 

0 p 


Be plus, la valour de Ji.,, d^duito des equations ( 223 ) et (278), sera 

(281)' . Xj-^-pS2‘^---^-pAo. 

Enfin, si Ton subslituo o-ette valour dans Tequation (a'li), id, si run 
fait pour abreger 



04-1 A* / d® Ao ti* I rfAjX 

0 3 V ^ ^ 



' I 

2 ds' 


a . . rfAi 

5 , 4 - 

V 


(is 


4- -58,- 


rf,v (is * t4'* 


on trouvera, on ayant ogard ii la formule ( 85 ), 


( 283 ) 


0» 


nts* <fo afi* i rf«* / 


4 

Or, quand on aura fix6 les fonctions 1 ot J !i I’aidc des formulos (28()) 
et(283), I’integration'dcs 6quations simultan6es (271) fournira immo- 
diatement les valours cherch§es des inconnues y,, S,. Cos valours ron- 
fermeront six constantes arbitraires que Ton dfetermincra sans points 
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si la courbo a scs deux extremites fixes, ou une extremity fixe ot Taulrc 
libro. Dans Ic premier cas, les inconnues devront satisfaire pour 
s = o et pour s = a aux conditions (aSo), (aSi), ainsi qu’a la con- 
dition (2S2) quo Ton pourra reduire a 


(^84) 



Dans le second cas, les conditions quo nous venons d’indiquer devront 
etre verifiees seulement pour I’extremite fixe, et remplacees, pour 
rextr6mite libre, par les formulcs (255), (256), (260), dont les deux 
premibres, e(ant combinbes avee la formulc (281), donneront 

y QK V 6 “f~ t » 


(•886) 



Si 



0-f-T dAo 
0 ds 


D’autro part, comme on tircra do I’bquation (279), reunie b la scconde 
des equations (227) et a IV'quation (280), 

( .1.. — £ (0% . _i_ 1 jft 


■A.,- I f -^1-+- -Jloj-f- -<X, 


— : — Jloj 


P rrf*(«..ao) I ^ ■ 


la formulo (260), combinee avee les formules (255) et (281), donnera 


TT ^ " ‘■^1 

nr 'i t 




^-p \ 

px. ) . 


J 

a0i,l_ * t 




Si les deux oxtrbmites de lame elastique devenaient libres, les con- 
ditions (285), (286), (288) devraient btre remplies pours = o ctpour 
s = a. Mais on ne pourrait on dbduire quo les valours de trois des 
quatre constantes arbitraires introduites dans le calcul par I’intbgra- 
tion de I’bquation (283). La quatribme constante et cellos quo fourni- 
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rait I’integration dos equations (271) restorainnt iiid6toriuiii('!es, co 
qu’il elait facile do prevoir. 

11 importc d’obscrvcr qu’ii rcqualion (llflerenliollo (aS'l), (jui csl du 
quatrifemo ordre et determine la fonction J, on ponrrait suhstiluer uiKi 
equation diff^rcntiellc du sixicnic ordre qui delcrmiiu'rait iminediate- 
ment I’inconnue yo- effet, si, dans la formule (280), on remel pour 
i sa valeur, on en tirera 


(389) 


ds 






«; 


puis, on eliminant S, entre requation (289) ot la 8o.fiond(‘ dcs e(jui»- 
tions (271), on trouvera 


(390) 


J = 


iv.o. 

ds^ ds ds 


-1* 


lii 


- <?/- + -- 


- I V a?» j 

0 " p J/sJ‘ 


Or, si Ton substiluc Ic second membre dc la formule (290) au lieu d(‘ J 
dans I’equation (282), on obtiendra 6videmmcnt uno 6quation dilfe- 
rentiellc du sixibme ordre entre Ics variables y* et s. On jiourra d(‘ 
m6me introduire I’inconnuc y„ k la place dc la fonction I dans l(*s con- 
ditions (285), (28G), (288), qui so rapportent a one cxireinite libre 
de la lame ^lastiquc. Enfin il est clair quo les conditions (a^o), ( 25 i), 
(284), relatives a une extremite fixe, pourront filrc, en vortu de la for- 
mule (289), r6duitcs aux trois suivanlcs : 


(291) 70 = 0, 


dyj 

ds 






•>, 


(is ' 


Par consequent, si la lame a ses deux cxlremit6s fixes, ou une de sos 
extremites fixe et I’autre libre, on pourra ofToctuer diroctement la de- 
termination des six constantes arbitraires introduites par rint6gration 
de requation diff^rentielle du sixifeme ordre en y#* 

Au, reste, ce qu’il y a de mieux k faire, pour simplifier les calculs 
relatifs k I’^quilibre d’une lame 61 astique courbe, e’est de substituer a 
la fonction, J, daps la formule (283), non pas I’inconnue y^, mais la 
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fond ion 
{ 39‘0 



liln clfd, on obticnl do cctte maniere, au lieu de la formule (283), I’e- 
(fuation diffd-cntiellc 




&'■ 


' ds‘ 


ds ds 



({ui ost du second oi’drc sculcmenl. 

II cst aise do rcconnaitre quelle esl la quantile qui, dans Ics calculs 
precedents, so trouve represcnt6e par J. En effet, I’inclinaison i: de la 
ligne inoyennc au point (x, y) v^rifie, dans I’etat d’equilibrc de la lame 
solide, r^qualion (T71). D’ailleurs, v]# designanlles deplaccmonts 
parallbics aux axes du point dent il s’agit, les differences x — 5#, y — v],, 
representent precisement les coordonn^cs initiates du m^mc point, 
(lela pose, si Ton nomme 'C — 1 I’inclinaison primitive do la ligne 
moyenne on co point, on aura dvidomment 




(aoi) 

ou a tros peu prfcs 

'•"S' - wfe = i ^ s) = ‘"“S' ( 






sinTrfs cosrrfs 

puis on en conclura, on ayant dgard aux formules (261) et (271), 
(agS) T = COST rfvi,— Sint d^o= ^ ^ = 


)' 


Ainsi J reprdsente, au signe prfes, la variation qu'dprouve Tangle tt, 
tandis que la lame courbe passe de Tdtat naturel k Tetat d’equilibre. 
Ajoutons que, la courbure de la ligne moyenne dtant reprdsentde, dans 
Tdtat d’equilibre, par 

I dr 

t ds’ 


OEmret de C. - S. 11, 1. VIII. 
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la difference 

dx cl*] (lx (li 

els ds (Is ds 


exprimera la courburc do la memc ligne dans I’clat nalurel. Done la 
quantile 


(■^96) 


(Is 


rcpresentcra, au signe priis, la variation qu’oprouvoru la oourhTiro d<‘ 
la ligne moyenne, on raison des doplaceinouts dos nioloeiilos siluo(*s 
sur cette ligne. 

Observons encore quo, si, dans Texpriission (aO'i), on subsiilui* la 
valour dex, tirce do la formule(a8i), lo resuKat do (‘otte snltstitution, 
savoir 

(297) — 


rcpresentcra, au signe pri's, co qii’on peut appelcr le moment d’elasli- 
cite de la lame courbo, e’est-k-dire, le moment d(‘. la pression on ten- 
sion exorcoe contre un plan porpendiculaire k la ligne. moyenm^ par 
rapport a un axe trace dans ce plan do maniere k rencontnir (!(itt(» ligne. 
Dans le cas particulier ou la force acceleratricui normale, ^0 s’evanouil, 
I’exprcssion (207), prise on signe contraire, so reduitk 

(298) 

Done alors lo moment d’elasticit6 est proporlioiinel, non seulemont a 
la largeur et au cube do Tepaissour de la lame, mais encore k 
e’est-a-dire, au cliangcmont de courburc dc la ligne moyenne. (le r«V 
sultat s’accorde avec Thypotli'ese admise par Euler dans les A'bw Co/>i- 
Tmntarii et les Acta Academm petropolitantB pour les ann^ios 17G/1 
et 1779. 

Concevons maintenant que la lame klastique vionno k' se mouvoir. 
Alors, en n 4 gligeant les termes proportionncls au carr6 de k, et obser- 
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vant que I’cxprcssion (232) est de I’ordre de AS on tirera des equa- 
lions (243), (244). combinees avec la formule (277), 


(299) 


^^Ts^-dT-W 


(3oo) 


4 - 7 ] — 

0 p 


^ dt>’ 


puis on conclura de ccllcs-ci, on ayant egard a la premiere des for- 
mulcs(27i), 


(3oi) 



‘ t'\ , ^(>•^0) 

r* ; ds* 



e-i 

0 pj~di‘’ 


ou, CO qui rcvicnt au mSmc, 




O-I 

0 



ds V 

w 


En joignant k Tequation ( 3 oi) ou (3o2) I’kquation (248) ou (249), 
011 pourra determiner colics des vibrations do la lame elastique courbe 
qui soront independantes do I’epaisscur do I? lame. Si Ton veul, au 
c.ontrairc, determiner los vibrations qui dependent do cette epaisseur, 
il faudra joindre k la formule ( 3 oo) I’equation (245) ou (246). De 
plus, comme lavaleurdo x, relative aumouvement do la lame elastique 
sera kvidemment fournio, non plus p'ar la formule (281), mais par la 
suivante 


(3o3) 


Xi— " 


l).f 0 + 1 
ds 0 ^ 



requation (24G) deviendra 

. r d(t0») , 0 + 1 AV dod^St 1 ()3(,Y[ 

, AV (J‘J rftd’J rd*J\ ° r * ds 0 3 ds ds> 


ct pourra ktre rkduite k 

A* / d^J dt d’J I d'J 
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Lorsqiie, dans les formules ( 3 oo) et ( 3 o 4 ), on substituc les valeurs 
de I et ] tirecs des formules (271), on obtient deux equations aux dif- 
ferenres partielles, Tune du premier ordre, I’autrc du cinquieme, sa- 
voir, 



Si Ton substituait directement dans I’equation (245) la valeur de Ai 
fournie par I’equation ( 3 o 3 ), alors, en ayant egard aux formules (272), 

( 273), on trouverait 

03^/' dM . dt (?’J , ] d-J\ p ds J 
3 V ds^ ‘ ds ' t ds^ ) dt* 

,.r45 -If d^i d^dJ\ 3 , I dl I / d»o'o ^ di d% ^ i dSA 

A* L 2 $ vds* ds ds) X 26 * (Ji 9\*' ds’ ds ds* t ds ) 

dt* 


Pour revenir de cette derniere a I’equation ( 3 o 4 ), il suffira de negli- 
ger, dans le second membre, le terme qui renferme le facteur Or, 
e'est ce que I’on pourra faire sans erreur sensible, la quanlite h elant 
supposee tres petite, Mais it ne sera pas permis de negligee de meme, 
dans le premier membro de I’equation (307), le terme proportionnel 
au carre de h, attendu que dans ce terme le facteur tres petit A* est 
multiplie par un facteur tres grand Ainsi se trouve legitimee la 
reduction de la formute (240) a la formule (246), et de I’equation (307) 
a I’equation ( 3 o 4 ) ou ( 3 o 6 ). 

Les Equations ( 3 o 5 } et ( 3 o 6 ) subsistent pour tous les points de la 
ligne moyenne entre les deux inconnues y,, S, considerees comme 
fonctions de s et de t. Si d’ailleurs la lame elastique a ses deux extre- 
mites fixes, les memes inconnues devront satisfaire pour s = 0 et pour 
i = a aux conditions (200), (201) et (284). Si, au contraire, les deux 
extremites sont fibres, on aura pour chacune d’elles, en vertu des for- 
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(Sog) 


mules (254), (255), (257), combinees avec les formules (272), (277) 
01(278), 


I/P 




.di 9 + 1 P-i’ 


(3o8) ( 


os^ 01. ds 




ou, cc qui revienl au memo, 


£>yo 3o\__i/P 


. os 


plfl ' 


dt^ 




ds 6 pi 


_ , S + iP-$di 

61 pi ds’ 


ds 


9+1 p-a' 

'6 pi ’ 


n, tj 9 + ig /idy tj _iji _®±1 

ds^ 61 ds dt^ '‘1'“ 61 pi (Is 


a’ dx 


Enfin, si Tune des cxlremites, par exemplc celle qui coincide avec 
I’origine de I’arc s, etait fixe, et I’autre exlremite libre, les conditions 
(ajo), (25i), (284) devraient etrc remplies pour unc valeur nulle 
dc ^, et les conditions ( 3 o()) pour s = a. 

Lorsque les forces acceleratricesA.S el la pression P s’evanouissenl, 
les equations (280) et (agS), relatives a I’etat d’equilibre de la lame 
courbe devienncnt respectivement 


(3io) 


(3ii) 


1 = 0 , 



0. 


D’ailleurs, si Ton integre I’equation { 3 ii), apres avoir multiplie son 
premier membre par 2t.<fo, on trouvera 



+ 3»=c*, 


c d6signant une constante arbitraire, ou, ce qui revienl au mcme, 


( 3 i 2 ) 





v/c*-.V 
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puis, cii integrant de nouveau, on aura 


i3r3) 

et, par suite, 
i3i4) 



Alin de montrer une application des formules pr^cedentes, conce- 
Yons quo la lame courbe offre pour ligne moyenne, dans I’etat na- 
turel, un arc de cercle, et que Ton rende ses deux extremiles fixes, 
apres avoir deplace la seconde, c’est-a-dire, celle qui correspond a 
s = a, d’une quantite tres petite. Si les points renfermes dans les plans 
qui terniinent la lame circulaire sont assujettis de manibre a n’en point 
sortir, les inconnues Yj, d„ devront verifier, pour s = o, les conditions 
( 230 ), ( 2 Ji), (284) et, pour s = a, la condition (284) avec deux 
aulres de la forme 


(3i5) 


7o=i, 3o=y, 


/, j designant deux quantites dont les valeurs numeriques soient trfes 
petites. De plus, comme le rayon de courbure t de la lame prise dans 
I’etat naturel sera une quantite constante, on firera de I’^quation (3i4), 
en repr^sentant par 3 une constante nouvelle et arbitraire. 


(3i6) 



puis, en effectuant deux integrations successives, en observant d’ail- 
leurs que la function 


doit sc reduire : 1 ° a zero pour ^ = 0 ; 2 ° a ^ pour s = a, et, en faisant 
pour abr^ger 

S'=ct*cos3, S"=:ct’sinS, 

on trouvera 


(3i 7) J_^ + ^ = ^+ct*j|^cos3-cos^e + ^)]-^[^cos3-cos^S+®) ], 
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ou, ce qui revient au meme, 


3i8) + 5!^ = — 4 - S' [i — cos- — - (i— cos-] -i-S'fsin- — ^sin-]- 

' as X. at L t a\ ij] \ t a tj 

Si maintenant on elimine y, entre I’equation (3i8) et I’equation (3io) 
presentee sous la forme 


Ts . 


on en conclura 


,, , 1 , i _,ri . 5 i/ & 

(320) -Yr + -;Oo= 1-3' -Sin i— COS- 

' as- at L*' * 


^ I . a\ 

-hS" -cos sm- 

\t t, a t! 


puis, en eflFectuant I’integration a I’aide de la metliode exposee dans le 
second Volume [p. 3i (')], et observant que et-^ doivent s’eva- 
nouir pour j = o, on trouvera 


( 321 ) 


f er(i-j) I A -i-e'rigin- — i/i — cos-] -t-3"f-cos- — 
(a- L«' »- n t./j t 

' . ((--?)) 


-sin- 1 rf; 


ou, ce qui revient au meme. 




-I (sin^ — -dz 


et, par consequent. 


u( s\ f . s s 

,= - 1 — cos- + ©'<■ - sin cos- 

0! \ tj L2\ V I t_i 

.. fi s . s t . a( s\ 
+ 3 I --sin — -sin- I— cos- • 

L2 t t a t \ zj 


— *( I— COS-) ( I— COS- 

a\ t/V 


t Z CL 


Celapose, I’equation (3i8) donnera 


if . s\ r s I s . s if .s' 

Vo= - s — t sin - ■+- 3't I — cos sin U — t sin - 

aV tJ I t it t a\ t 


(.-cosi)] 


1 f . s 

■. - sm — 

2 \ t 


S S\ If . S\ . I 

-COS - — U — I sm - sm ■ 
t X a\ x] 


(1) QEums de Cauch/, S. II, T. Vll, p. 47- 
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do 

D’ailleurs, par hypothese, doit se reduire kjet-^k zero pour s=a. 
Done les constantes arbitraires a, a' verifieront les deux formules 



II ne reste plus qu’a tirer de ces dernieres les valeurs de S', a", el a Ics 
substituer dans les equations (Saa), (SaS), pour obtenir les valeurs 
completement determinees des deux inconnues Yo. K- 
II est bon d’observer que, en vertu de la formule (3i8), on a 


( 325 ) 


dj _ d'^Q I dy^ __ i 
ds ~ ds^ t ds at 



8^ / s t . 

H COS Sill 

t \ t a 


dJ 

Telle est la valeur generale de la quanlite e’est-a-dire du change- 

ment de courbure qu’eprouve la lame circulaire a I’extremite de I’arc s, 
dans le passage de I’^tat naturel a I’etat d’equilibre. 

Si, dans les formules (324), on suppose 

(826) (2 = 2j:i, 

elles donneront 


Done alors on tirera des equations (daa), (323) et (325) 



Les equations (328) et ( 329 ) determinent la figure que prend la ligne 
moyenne d’un anneau elastique d’une trfes petite epaisseur, lorsque, a 
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I’aide d’une section faite perpendiculairement a cette ligne, on la 
transforme en une portion de spirale dont les extr6mites sont trfes voi- 
sines, et que, apres avoir rendu ces extr6mites fixes, on laisse I’equi- 
libre s’etablir. Si, dans la dernibre de ces Equations, on pose 5 = o, 
j = irt., on f = 2TC«., on trouvera 


(33o) 


dS i 

ds 2iri* 


Par consequent, dans I’hypothese admise, la difference entre la cour- 
bure de la spirale et la courbure primitive de la ligne moyenne de I’an- 
neau sera la mbme aux deux extremites de la spirale que dans le point 
situe a egale distance de ces extremites. Cette difference est d’ailleurs 
indbpendante de la quantite j, c’est-a-dire du deplacement relatif d’une 
extremite par rapport k I’autre mesurb dans le sens du rayon 
Si la lame elastique se reduisait a un demi-anneau, on tirerait des 
formules (824), en y supposant a = itt. 


(33i) 


2 7t./ — 2 i 

'--7 ic ^~8 ’ 


et, par suite, les formules (Saa), (323), (325) donneraient 



Si le rayon t devenait infiniment grand, ou, en d’autres termes, si la 
lame blastique etait droite, les formules (3 10), (319), (322), etc. 
deviendraient inexactes. En effet, I’bquation (280) n’entraine I’equa- 
tion (3io) que dans le cas oil le rayon*. conserve une valeur finie. Dans 
le cas contraire, I’equation (280) se riduit k o, ou, ce qui revicnt 
au mkme, k la seconde des formules (33), et devient identique pour 
une valeur nulle de la force accelbratrice. Alors aussi, en faisant coin- 
cider dans I’etat naturel la ligne moyenne avec I’axe des a?, on trouve 
QBbw«« de c. — s. n, t. Vlll, 47 
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- = 0, s — JO, io=T«» ^o = ®o» ct il faut remplacer les equations (3io), 
(3i i) par les formules 

, oo , ^ 


auxquelles se reduisent, quand X et Y s’evanouissent, les equa- 
tions (97), (98) du § I. Or, en integrant les formules (334) et (33'5) 
de maniere que Ton ait : 1° pour a? = 0, 

(336'i ;o=o. ■no=o, ^ = 0 ; 

2® pour cc — a, 

(337) ^0= '»Jo=y> 

on en tirera 


(338) 

(339) 



L’equation (339), represente, dans I’etat d’equilibre, la ligne 
moyenne d’une lame elastique naturellement droite, est cello d’uno 
parabole cubique. Ce resultat etait facile a prevoir d’apr^s la forme do 
I’equation (335). 

Si Ton suppose en meme temps que les quantites .fl., s, P, ® s’eva- 
nouissent, et que la lame courbe se meuve, les equations (299), (3oo), 
(3oi) et (3o4) donneront 


ds (Jfs ’ 


(34i) 



(343) 



( 343 ) 


tdn\_ 

3 V ds Z ds* } 
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Dans le meme cas, les formules (3o8), qui devront fetre verifiees pour 
une extremite libre de la lame elastique, deviendront respectivemenl 


( 344 ) 

( 345 ) 

( 346 ) 






1 = 0 , 


ds 


= 0 , 


0E ds) 



11 importe d’observer qu’en vertu de I’equation (34i) la condition (344) 
pent etre remplac6e par la suivante : 


( 347 ) 




= o. 


La valeur de I tiree de la formule (34i), savoir 


( 348 ) 


dH, 

IF' 


est evidemment trfes petite par rapport a I’expression 


( 349 ) + 


rft d’J I d*3 


3 






ds^ ds ds^ t ds^ dF 

lorsque, pendant la duree du mouvement, les quantit6s 


dt^ ’ 




dfi 


restent comparables entre elles. Supposons qu’il en soit ainsi, ce qui 
exige que la valeur initiale de 

r — ^ — ^ 

ds t 

demeure trfes petite, quand on la compare aux valeurs des d^place- 
mentsYo, So* On pourra, dans la combinaison des deux formules (348), 
( 349 ), r^duire la premifere a 


(35o) 


1 = 0 
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ou, ce qui revient au m^me, a 


Par suite, la seconde des formules ( 271 ) donnera 

puis on tirera de I’equation (349), combine.e avec. ies formules (85) 
et (35i), 


r.,/' dz d’-J\ 


° V" ds ds ds* 
dfi 


Dans la meme hypothese, la condition (346) deviendra 


_ I " V * 
ds* ~ Q* dt* 


et Ton pourra m^me, sans erreur sensible, la reduire simplement si 


d*} 
ds* ~ 


Si, dans la formulc (353), on substitue la valeur de J donnee par 
I’equation (352), on obtiendra entre I’inconnue les variables in- 
dependantes s, i une equation aux differences partielles lineaire et du 
sixieme ordre. Si, de plus, la ligne moyenne de la lame elastique prise 
dans I’etat naturel se reduit a un arc de cercle, Ic rayon de courbure r- 
sera constant, et I’equation lineaire dont il s’agit se pr^sentera sous la 
forme 



Pour montrer une application des formules que nous venons d’eta- 
blir, considerons une lame 61astique circulairc dont les extremit^s 
soient libres, et la vitesse initiale nulle cn chaque point. Supposons, 
en outre, que les forces ace 6 l 6 ratrices s’ 6 vanouissent, et que, la lame. 
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4tant un peu 6 cartee d’une position d’equilibre, on veuille determiner 
les vibrations independantes de I’epaisseur de cette lame. On devra in- 
t^grer I’^quation ( 842 ) de manibre que la condition (344) soit verifiee 
pour i = 0 et pour s = a. Si d’ailleurs on designe par f(f) et f(j) les 
valeurs initiales de y, et de S^, 


sera la valeur initiale de I, et les formules ( 76 ), ( 77 ) du Memoire sur 
I'appUcation du cakul des risidus aux questions de Physique mathema- 
tique (') donneront 


(357) 


1 = 



at 


sin 





le signe § s’btendant a toutes les valeurs entibres positives ou nega- 
tives de n. On tirera ensuite des formules (34o) et (34i) 


(358) y,= i{s) + Q^ 
et 

( 359 ) h,=t{s) + ^ j\dt\ 

ou, ce qui revient au meme, 


„ , o «7tt* r a*)* <1 m:s r“ . awL// ^ ' <•/ x l 

et 

^ , n at I i2(«*7t*t®+a*)^<l . mis . ntipT,,, , i,, ,1 

sin ^[fV)- ;f(F)J 


II est facile de trouver la relation qui doit exister entre les fonctions 
f(j) et f(i) pour que la valeur de I se rbduise k un seul terme, et sc 
presente sous la forme 


(362) 


© fi(n* 7 r*t*H-a*)’i . tins 

= - cos — i — sin — , 

a a% a 


(' ) (Mwres de Cauchy, S. II, T. XV. 
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u designant une valeur particuliere de n, et S une quantite constante. 
En efFet, pour obtenir cette relation, il suffit de poser t = o dans 
I’equation (SGa), qui donne alors 

I 0 

(363) f'(s)--f(s) = -sin — . 

Ajoutons que, si dans les formules (357), (36o), (36i) on substituo 
la valeur de 

tiree de Tequation (363), savoir 

G . HTTiUL 

— sm — j 
a a 

ces formules coincideront, la premiere avec I’equation (362), et les 
deux derniferes avec les deux suivantes : 


(364) 

(363) 


7o — f(*) + ® 
(5o — 1(^) ■+■ ® 


n®7r*i.*4- a* 
av 

n*7r’t.®4- 



£2( 


n®R*v*4- j 

. ax. J 

n*ir*x.*+ a’)®M 

at J 


cos 


cos 


nits 


MTtS 

a 


Les equations (364), (365) expriment un mouvement regulier do la 
lame elastique circulaire, dans lequel les memes vibrations sc repro- 
duisent periodiquement, la duree d’une vibration 6tant la valeur de / 
donn^e par la formula 


(366) 


S2(n’TC®v*-)- a*)*f 

at 


= 2ir. 


Le son eorrespondant a un mouvement de cette esp^ce a pour mesure 
le nombre N des vibrations executees pendant I’unite de temps, ou, ce 

qui revient au meme, la valeur de | deduite de la formule (366). Or 
on tire de cette formule, en 4crivant n au lieu de n. 



( 367 ) 
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puis, en posant 

(368) 

on en conclut 

(369) 


a 

- = m, 


2\ a 


N = — { ^* + -j 

2 a \ 71®/ 


Dans I’equation (368), m represente Tangle au centre qui correspond 
ii Tare de cercle avec lequel coincide la ligne moyenne de la lame elas- 
tiq^e. Si Ton veut deduire de cette meme equation les nombres de 
vibrations relatifs aux sons les plus graves que puissent fournir des 
mouvements reguliers du genre de ceux dont il est ici question, il 
faudra prendre successivement n — o,n=\,n = 2, et Ton trou- 
vera, en consequence. 


. Q / Q {, a ( ro«\» 

■ (Sjo) N — — ( n — j ) } N — — { 4 — • I j N = — ( 9 “t — 5 ) j • • • • 

' 2a\ V?) 2a \ It* J 2a y it*/ 

Si la lame devenait droite, on aurait cj = o, et la premiere des equa- 
tions (370), reduite a 

N= — > 

2 a 

coinciderait, comme on devait s’y attendre, avec Tequation (i23). 

Si la ligne moyenne de la lame est un arc de 45 degres, on aura 
CT = et les formules (370) donneront 

(3,.) N=-S-i52, N = 

2(35 4 2 a 4 2 a 4 

On trouvera, de meme : i® en supposant Tare a de 90 degres, ou 

TT 

2 

/o V XT 1/5 XT XT ^ 

( 872 ) N= — N= — N— — •••: 


2 a 2 


2 a 2 


2a 2 


2® en supposant Tare a equivalent a la demi-circonference, ou w = it, 


(3^3) Nzz:— v/ 2 , N=:— v/5, 

^ ^ * 2a ^ 2a'^ 


2a^ 
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3® en supposant I’arc a equivalent aux trois quarts de la circonference, 
St: 

OU nr = — ) 

2 


( 374 ) 


yr_ a 


2 a 


2« 2 


SJ Si/o 
N= —) 

2 a 2 


4 ° enfin, en supposant Tare a equivalent a la circonference entifere, 
(375) N=— v^, N=— 2v/2, N = ;^V/73, 

II suit de la formule (Sdg) que, Tangle ro restant le meme, chacun 
des sons rendus par une lame elastique circulaire, dans le genre de 
mouvement que nous considerons, varie en raison inverse de la lon- 
gueur de la lame. Si, au contraire, la longueur a demeure constante, 
le nombre N sera d’autant plus grand, et le son d’autant plus aigu que 
Tangle ® aura une valeur plus considerable. De plus, Tinspection des 
formules (371), (372), (373), ( 374 )» ( 375 ) conduira immediatement 
aux propositions que je vais 6 n oncer. 

Si Ton courbe plus ou.moins une lame elastique, de manifere que la 
ligne moyenne prenne successivement la forme d’un demi-quart de 
cercle, d’un quart de cercle, d’un demi-cercle, de trois quarts de cercle, 
ou d’un cercle entier : 

I® Le son le plus grave rendu par le cercle entier sera semblable au 
deuxibme son du demi-cercle, et plus eleve d’une octave que le premier 
son du quart de cercle; 

2® Le deuxibme son du cercle entier sera plus eleve d’une octave 
que le premier son du demi-cercle ; 

3 ® Le troisibme son du cercle entier sera plus eleve d’une octave 
que le premier son de Tare equivalent aux trois quarts de la circonfe- 
rence ; 

4 ° Le deuxieme son du quart de cercle sera plus 61 eve d’une octave 
que le premier son du demi-quart de cercle, 

Etc.... 

En general, parmi les sons que rendra le cercle entier, ceux qui cor- 
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respondront k des nombres pairs seront plus Aleves d’une octave que 
les divers sons rendus par le demi-cercle, ceux qui correspondront a 
des nombres multiples de 3 seront plus eleves d’une octave que les 
sons rendus par I’arc equivalent aux trois quarts de la circonference, 
enfln ceux qui correspondront a des nombres multiples de 4 seront 
plus eleves de deux octaves que les divers sons rendus par le quart du 
cercle. 

Remarquons encore que les deplacements et determines par 
les Equations (364) et (365), deviendront independants du temps i, le 
premier pour les valeurs de s propres a verifier la formule 

/ 0 n\ W TT 5 * 

(076) COS~^=:0, 

le second pour les valeurs de s qui verifieront la formule 


(077) sm — = 0. 

a 

Or, en remplagant dans ces formules n par «, et supposant 5 = a ou < a, 
on tirera de la premibre 


(878) 5=—, i = 3 — } •••> 5 =( 27 l — 3 ) — > j=(a« — i)— ) 

an an ^ 'an ^ 'an 

et de la seconde 

(879) s = o, *■*’ ^ — — s=z(n — 1)^> s=:a. 

Done les vibrations correspondantes au son de la lame elastique 
circulaire sent telles que des points situes sur la ligne moyenne, de 
manifere k diviser cette ligne en n parties egales, n’bprouvent aucun 
dbplacement dans le sens du rayon t, et que les points situbs aux 
milieux de ces memes parties n’bprouvent aucun deplacement dans le 
sens de la longueur de la lame. 

On pourrait encore integrer facilement I’bquation (356) k I’aide des 
formules que j’ai donnbes dans le Mdmoire sur I’ application du calcul 
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des residus, etc., et Ton determincrait ainsi, cotnrae je Texpliquerai 
dans un autre Article, cellos des vibrations do la lame elastique circu- 
laire qui dependent do I’epaisseur de la lame. J’ajouterai que les resul- 
tats nunieriques ci-dessus exposes sc trouvent parfaitement confornies 
a des experiences qu’un tres habile physicien, M. Savart, a bien voulu 
cntreprendre sur ma demandc, et que j’aurai plus tard occasion de 
rapporter. Enlin j’observerai que les methodes dont je viens de faire 
usage pour trouver les equations dequilibre d’une lame elastique ou 
non elastique, droite ou courbe, d’epaisseur constanto oti variable, 
s’appliquent avec le memo succes a la theorie de I’equilibrc ou du mou- 
vement des surfaces ou des verges, natnrellement planes ou naturclle- 
ment courbes. C’est ce que I’on verra dans la suite de cet Ouvrage. 



ABDITION A I’AHTICLE PRKCfiDENT. 


Dans les divers paragraphes de I’Article que I’onvient de lire, quand 
il a et6 question d’appliquer a I’equilibre on an mouvement des lames 
Mastiques les formules relatives a I’equilibre ou au mouvement d’unc 
lame solide quelconque, naturellement plane ounaturellementeourbe, 
d’une 6paisseurconstante ou d’une ^paisseur variable, nous avonstou- 
jours suppose les pressions A, F, B exprimees en fonction des d^placo- 
ments y) k I’aide des equations (53) et (54). Si Ton rempla?ait les 
equations (53) par la premiere, la seconde et la sixibme des equa- 
tions (52) de la page 271, ou m^me, pour plus de gen^ralite, par les 
suivantes 


(38.) A=3|+K.4-n, F=:i(| + g), B = ig3-K. + n, 

en d’autres termes, si Ton supposait 

(»■) 


n designant une quantite constante, plusieurs formules de I’Article 
precedent devraient subir des modifications que nous allons indiquer 
en peu de mots. 

Observons d’abord que, en substituant les valeurs de A, F, B fournies 
paries equations (38o) dans les formules (i), (2) et (4) ou dans celles 
qui s’en deduisent imm^diatement, par exemple dans les formules (16), 
(70), (i34), (i35), (i8o), on obtiendra pr6cis4ment les resultats aux- 
quels on parviendrait si,. dans ces mkmes formules, on substituait 
directement les valeurs de A, F, B fournies par les equations (53) 
et (54), aprks avoir ajoute k chacune des pressions P, 9 la quantity 11 
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suppos^o constante, c’est-^-dire independante de x et y. II est aise 
d’en conclure quo, parmi les formules de I’Article precedent, celles 
qui ne renfermcnt aucune des quantites A, B, lib, Bo, ‘iR>o 

continueront de subsister sans aucune modification, si elles ne ren- 
ferment pas non plus les pressions P, <S, et que, dans le cas contraire, 
il suIBra, pour modifier convenablement ces formules, d’y remplacer 
P, (P par P 4- n, $ 4- n. 



SUR L’EQUILIBRE 


EX LE 

MOUVEMENT D’UNE PLAQUE SOLIDE. 


ss>^ 


§ 1 . — Considerations generates, 

Considerons une plaque solide qui, dans I’etat naturel, se trouvc 
comprise entre deux surfaces courbes tres voisines Tune de i’autre. 
Supposons d’ailleurs qu’aprfes un changement de forme de cette plaque 
on applique aux molecules qui la constituent des farces acceleratrices 
donnees et aux surfaces qui la terminentdes pressions exterieures nor- 
malesk ces surfaces. Enfin rapportons tousles points de I’espace atrois 
axes rectangulaires des x, y, z, et soient, dans I’etat d’equilibre ou d(> 
mouyement de la plaque, 

m une molecule quelconque ; 

x,y, z les coordonnees de cette molecule; 

p la densite de la plaque au point (a?, j, z); 

<p la force acceleratrice appliquee h. la molecule m; 
p', p", p" les pressions ou tensions exercees au point (x, y, z) contro 
des plans perpendiculaires a I’axe des x, a I’axe des / et k I’axe 
des 2; 

A, F, E les projections algebriques de la pression ou tension p' sur les 
axes coordonnes ; 

F, B, D les projections algebriques de la pression ou tension p" sur les 
axes coordonnes; 

E, D, C les projections algebriques de la pression ou tension p" sur les 
axes coordonnes. 



382 


SUR L’^QUILIBRE ET LE MOUVEMENT 
On trouvcra, s’il y a equilibrc {voir la p. 196), 


~dx 


dE , V 

V -f- T- = 
dy dz 




<?F <?B V n 

djc dy dz 

« ; » , «C , 


Si, au contraire, la plaque se meut, alors, en designant par la force 
acceleratrice capable de produire le mouvement effectif dc la mole- 
cule 77Z, et par -X., 5', % les projections algebriques de cette force sur les 
axes coordonnes, on trouvera {voir la p. 202 ) 


(2) 




dE , iD , dC- ,, „ 

+ + 


Dans Tun et Tautre cas, si Ton nomme 

a, p, Y Ics angles compris entre les demi-axes des coordonnees posi- 
tives et un autre demi-axe 00' mene arbitrairement par le point 
(x,/, s); 

p la pression ou tension exercee au point (x, y, s) contre le plan per- 
pendiculairc a ce demi-axe et du c6te qui le regarde; 

A, [JL, V les angles formes par la direction de la force p avec les demi- 
axes des coordonnees positives, 

on aura {voir la page 197) 

I p cosX = A cos a - 4 - F cos (3 4 - E cosy, 

(3) ' />cosp. = Fcosa4-Bcos^-t-D cosy, 

1 /?cosv =Ecosa-{-DcosP4-C cosy. 
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Enfin, si Ton suppose le point (x, z) situe sur Tune dcs surfaces 
courbes qui terminent la plaque, et si Ton fait coincider le demi- 
axe 00' avec la normale a cette surface, les valeurs precedentes do 
/jcosX, jocosfjL, J9C0SV devront se confondre, au signe pres, avec les 
projections algebriques de la pression exterieure appliquee a cette sur- 
face dans une direction normale. Done, si Ton designe alors parP la 
pression exterieure correspondante au point (x,j,z), on aura encore 

• I Acosa-i-FcosP-t-Ecosy=— Pcosa, 

(4) ' Fcosa-HBcosPH-Dcos-/= — Pcosp, 

( Ecosa4-Dcos(3-i-Ccos-/ = — Pcosy. 

On ne doit pas oublier que ces dernieres formulcs subsistent seulemenl 
pour les points situes sur les surfaces ci-dessus mentionnees. • 

II reste a faire voir comment des Equations (i), (a) et (4) on peut 
deduire celles qui determinent a un instant quelconque, dans I’etal 
d’equilibre ou de mouvement, la forme de la plaque, et en partieulier 
les divers changements de forme de la surface courbe qui divisait pri- 
mitivement I’epaisseur de la plaque en deux parties egalcs. Toutefois, 
comme la determination de cette surface, que nous appellerons surface 
moyenne, s’efiFectue de diverses manieres, et enlraine des calculs plus 
ou moins etendus, suivant que Ton considfere une plaque elastique ou 
non elastique, d’une 6paisseur constante ou d’une epaisseur variable, 
nous renverrons le d6veloppement de ces calculs aux paragraphes sui- 
vants. 

§ II. — Equation d’iquilibre ou de mouvement d’une plaque nalurellement 
plane et d’une epaisseur constante. 

Concevons que, dans I’etat naturel de la plaque, les deux surfaces 
courbes qui la terminent se reduisent a deux plans paralliiles separ^s 
Tun de I’autre par une trfes petite distance. Designons par ai cette dis- 
tance ou r^paisseur naturelle de la plaque, et prenons pour plan 
des x,y celui qui divisait primitivement cette epaisseur en deux par- 
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ties egales. Supposons d’ailleurs que, dans le passage de I’etat nature! 
a I’etat d’equilibre ou de mouvement, les deplacements des molecules 
soient trbs petits. La surface moyenne, apr^s avoir coincide dans I’etat 
nature! avec !e plan des x, y, se courbera, en vertu du changement de 
forme de la plaque ; mais son ordonnee restera tres petite. Representons 
par /(x, y) cette ordonnee. Soient de plus x, y, z les coordonnees 
d’une molecule quelconque m de la plaque, etf la difference entre les 
ordonnees s, f{x,y) complies sur une meme droite perpendiculaire 
au plan des x, y, en sorte qu’on ait generalement 

(5) z=f{a!,y) + s. 

Soient enfin 

(6) a; — y — v, 5 — S 

les coordonnees primitives de la molecule m; v], C seront des fonc- 
tions de x, y, z, qui serviront a mesurer les deplacements de cette 
molecule parallblement aux axes; et, si Ton considfere ces deplace- 
ments comme infiniment petits du premier ordre, la fonction f{x, y) 
sera encore une quantite infiniment petite, ainsi que ses derivees rela- 
tives aa: et a/. II est aise d’en eonclure, par des raisonnements sem- 
blables a ceux dont nous avons fait usage dans I’Article precedent 
(p. 292), que, si Ton veut prendre pour variables independantes x,y 
et s au lieu de x, y et s, il suffira d’ecrire dans les formulas (i) et (2) 
la lettre j a la place de la lettre s. Ajoutons que, dans cette hypothfese, 
les formules (28) de la page 2o3 continueront de fournir des valeurs 
tr^s approchees de x, s. Par suite, on trouvera, en supposant que la 
plaque reste en equilibre. 
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et, en supposant que la plaque se meuve, 



dF 

3 E 

+ pX = 


dx 

-r 3— -+- 

dy 

ds 



dB 


+ pYz 

d^rt 

dx 

-h h 

dy 

ds 

" P df’ ’ 

<?E 




dH 

dx 

, 

+ 1- 

dy 

ds 

+ p z = 

= ^d^' 


Quant aux formules ( 4 ). il resulte des suppositions admises qu’elles 
donneront a tres peu pres, pour s = — i, et pour s = i, 

(9) E = o, D = o, c=:— P. 

En effet, dans I’etat natural, la plaque etaitrenfermde entre deux plans 
parallfeles au plan des x, y et represent6s par les equations 

(10) z=—i, 3 = i, 

Or, en vertu des deplaccments inflniment petits des molecules, ces 
deux plans se transforment en des surfaces courbes dont ils different 
tres peu. Done, si Ton d6signe par a, p, y les angles que forme la nor- 
male a Tune de ces surfaces avec les demi-axes des x,yets positives, 
on aura sensiblemenl, e’est-a-dire en negligeant des quantites infini- 
ment petites, 

(11) cosa = o, cosp = o, cosy = i. 

II est d’ailleurs evident que ces derniferes formules permettront de re- 
duire les equations ( 4 ) aux equations (9). Enfin, comme une droite 
primitivement perpendiculaire au plan des x, y, el propre a mesurer 
la demi-epaisseur de la plaque dans I’etat naturel, changera tr'es peu 
de longueur et de direction en vertu des deplacements dos molecules, 
il est clair que, dans I’etat d’^quilibre ou de mouvement, — i, + i 
seront a trfes peu prbs les valeurs de s correspondantes aux deux sur- 
faces qui termineront la plaque. 

Concevons maintenant quo, dans les formules (7) et (9), on deve- 
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loppe les quantites 

A, B, C; D, E, F; X, Y, Z. 

considerees comme fonctions de x, y etf, suivantles puissances ascen- 
tlantes de la variable f; et soient en consequence 

1 ^2 
A — Ao •+■ Ai 5 -h Ao - -r . • • 1 

(l2) ' B^Bo-rBiS + Ba- 

1 2 

C = Co + Cji “i“ Cg— -f C 3 ^ 

]) := Do+ DjS-h Dj ^ ^3 c +• • M 

2 D 

E = £ 0 + E|5 -hEs ~ -f" E 3 g 

F=Fo + FiS-hF3~4-...; 

X=X,+X,i+Xs^+..., 

Y = Ij + YV^ Yj— H-. 

Z Zo + Zi s + Zj — + . . . . 



Supposons d’ailleurs constantes la pression P et la densite A relative a 
I’etat nature! de la plaque. La densite p, infmiment peu diffiirente 
de A, pourra elle-meme ^tre regardee comme constante, et les for- 
mulas (7), qui doivent subsister, quel que soit s, donneront 


dA* (JFt _ „ 0.1? ■ n\ —n 

-^ + -^+E,+?X._o, — + ~+E,^pX,_o, .... 

. w. <?Fo dBo j. -j. <}B| « 

f/?E. dD, dE, .dD, dEs dDi „ „ 


d® dv 
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mais les formules (9), qui doivent etre verifiees seulement pour 
5 = — » et pour s — i, doiineront 

/ Eo 4- Ej — = O, El + E 3 ^ 4- . . . O, 

( 16 ) ; Do4-Ds-^-r...= o, Di4-D3^4-... = o, 

^ C„ + C,^4-...=-P, C,4-C3^4-... = 0 . 

]I est important d’observer que, dans les formules precedentes, les 
quantites 

1 Agi Fflj Eq) 

F«, Bo, Do, 

’ Eq, Do, Co 
ct 

(' 8 ) Xo, Yo, Zo 

I’epr^sentent : 1° les projections algebriqucs des pressions 
exerc^es contre des plans perpendiculaires aux axes coordonnes en un 
point .de la ligne moyenne; 2® les projections algebriques do la force 
acceleratrice appliquee au meme point. 

II reste k montrer ce que deviennent les formules (i 5 ) et (16) dans 
le cas oil la quantite i est trfes petite. Or, si Ton neglige dans une pre- 
mise approximation tous les termes qui ont pour facteur i-,'comme 
on devra le faire effectivement si, la quantite i etant du m^me ordre 
quo les deplacements y], on attribue au temps t ufne valeur peu 
considerable, on tirera des formules (16) 

(• 9 ) Eo=:o, Do=o, Co= — P; Ei=:o, Di = o, Ci^o; 

puis, des formules (i 5 ), 
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Los formulcs (20) cxpriment los relations qui, dans le cas d equilibre, 
subsistent on cliaffuo point do la surface moyenne outre les projections 
algcbriqucs de la force acceleratrice appliqueo b ce point et des pres- 
sions oxercees contre des plans perpendiculaires aux axes des x' el y, 
Quant a la formule (21), elle indique qu’une plaque, naturellement 
plane, et d’une epaisseur constante mais trfes petite, no pout rester on 
oquilibre, apr'es un changement de forme prcsque insensible, a moins 
que los forces acceleratrices ne soient dirigees a tres pcu pres suivant 
(les droites parallMes aux plans qui terminent la plaque. C’est ce qu’il 
etait facile de prevoir. 

Supposons a present que la quantile i, quoique fort petite, devienne 
tres superieure aux valours numeriques des deplacements q, C Pour 
obtenir une approximation nouvelle, il suffira de conserver dans les 
formules (i5) et (16) les termes proportionnels au carre de i, en con- 
tinuant de negligee les puissances de i d’un degre superieur au second. 
Or, en operant ainsi, on tirera des formules (16) 

Di)= — ^ 0 — P 

F,==--^F3, c. = -|c,. 

On conclura d’ailleui's des formules (i5), en supprimant dans la valeur 
de Cj les termes proportionnels au carre de i, 


(32) 


E,=--^E„ 


E: = -.LE3, 


(aS) 


( 24 ) 



£2 = -^ 


^F, 

dy 


1 

1 D2= — 


dBi 

dy 

-i-pYi^, 


i C2 = — 

pZi, 







\ da! dy 

H-pZsj 



_d*At 

d^F, 




do)* 

dx dy dy^ 


-1- 


dy 
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Par suite on aura, en conservant dans le calcul les quantiles do I’ordre 
de^^ 


( 20 ) 



^ 4 . ^ + 

2 \dx ay 

2 \ c» j? ()y 

-P + -pZ„ 

2 


px.), 

PY.), 


( 26 ) 


C,= 


6 |_ dx^ dxdy 





ct celle des formules (i 5 ) qui contient Zq donnera 
' dx dy dy* j ^ l 6 \ 


3 \ dx^ 


dXi dYyVl _ 


II GSt important d’observer que les six quantiles 

Ao, I?o, ®o, Alt 

renfermees dans les premiers membres des equations (20) et (27), 
sont les seules qui entrent avcc la variable s et la constante i dans les 
valeurs approchees des pressions ou tensions 


A, B, C; D, E, F, 

quand on pousse Tapproximation a I’egard de A, F, B jusqu’aux 
termes qui sont du m6me ordre que i, et, a I’egard de A, D, C, jus- 
qu’aux termes qui sont de I’ordre de En effet, les valeurs appro- 
chees dont il s’agit sont respectivement 

( 28 ) A = Ao-hAiS, F = Fo-)-FiS, B = Bo-)-BiS 


et 

( 29 ) E = Eo + Ea^ = Eo^i — D =:D|,4 -Ds— =D(,^i— 


(3o) 


C — Co “H Cg — 3 
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ou, ce qui rcvient au mSme, 


(3i) 


t 32 ,1 



Les equations (iio) et (27) sont les seules qui, dans le cas d’equi- 
libre de la plaque solide, subsistent pour tous les points do la surface 
moyenne. Supposons maintenant la plaque terminee lateralement, dans 
son etat natural, par des plans perpendiculaires au plan des x, y, ou 
par uno surface cylindrique dont les generatrices soient parallfeles a 
I’axe des s. Si cetfe surface cylindrique est soumise a uno pression 
normale <S differente de P, alors, en designant par 

(X, S et y z= - 

* 2 

les angles que forme avec les demi-axes des x, y et z positives la 
normale a la surface cylindrique prolongee cn dehors de la plaque, et 
rcmplacant, dans les equations ( 4 ), P par f, cosy par zero, on trou- 
vera, pour tous les points situes sur le contour de la plaque. 


I A C0S(Z -+■ F cosP = — ^ cos a, 
(33) F cos« + BeosP = — ®cos|3, 

' E cosa4-DcosP = o; 


puis, en combinant les equations ( 33 ) avec les formules (28) et (29), 
on en con dura 

(34) j(Ao-l-®)cosa + FoCosj3 = o, FoCOSa-i- (Bo-h dP) cosp = o, 

(35) A, cos« 4-F, cosp = o, FiCOSa-i-BiCOs(3 = o, 


et 


(36) 


Eo cosa + Do cos P = 0 , 
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ou, ce qui revient au meme, 



Los cinq conditions exprimees par les formules (34), (35) et ( 37 ) 
devront etre remplies pour tous les points situes sur des portions 
libres de la surface cylindrique qui terminent lateralcment la plaque 
donnee. Quant aux points situes sur des portions fixes de cette meme 
surface, ils devront satisfaire a d’autres conditions que nous allons 
faire connaitre. 

t 

Soient 

i . . s* 

^ = lo + |i * + Is ~ 

jS 

(38) ^ Y] = vjj-i- vjiS + VI 3 — H-. . . , 

I C = ?o +• + Cs ~ • 

les developpements do I, y], ^ consid6r6s comme functions de x, y cts 
suivant les puissances ascendantes de la variable 5 ; ropresen- 

teront les deplacements du point (x,y) de la surface moyenne mesur^s 
parallelement aux axes coordonn6s; et, en n^gligeant dans les valeurs 

de I, y), ^ les termes proportionnels au carre de i, on aura simplement 
• 

( 39 ) | = fi=-no+riis, = 

Cela pose, admettons qu’une portion de la surface cylindrique, qui 
terminait lat^ralement la plaque prise dans I’etat nature!, devienne 
fixe, ou plutot que, parmi les points situes sur une portion de cette 
surface, ceux qui appartiennent au contour de la surface moyenne 
deviennent fixes, les autres etant assujettis de maniere que chacun 
d’eux se trouve toujours place sur une m6me g^neratrice de la surface 
cylindrique. On aura, pour les points situ6s sur la portion fixe de cette 
dernifere surface, non seulement 

(40) lo=o, 


fJo — o, 
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mais encore ^ = o et y] = o, quel que soit s. Par suite, on tirera des 

fomiules ( 89 ) 

(4l) Il=0, t)i = 0. 

Dans le cas particulier oil la plaque solide est rectangulaire et ter- 
minee lateralement par des plans perpendiculaires aux axes des cs ety, 
les formules (34j, (35) et ( 87 ) donnent : i® pour les points situes sur 
la surface suppos^e libre de I’un des plans perpendiculaires a I’axe 


des X, 


(42) 

Ao -t- ^ — 0, Fj — 0, 

(43) 

A, = o, F, = o, 

(44) 

<?Ai ^F, „ 


2 ® pour les points situes sur la surface supposes libre de Tun des plans 
perpendiculaires a I’axe des 7 , 


(45) 

— 0, 

(46) • 

Bi~o, Fi=:0, 

(47) 

(?Bi « 

^ + ^+pY.=<>- 


Si Ton veut considerer la plaque solide, non plus dans Petal d’equi- 
libre, mais dans I’etat de mouvement, il faudra, dans les equa- 
tions ( 20 ), ( 27 ) et dans la formule ( 87 ), reraplacer les quantites 


(48) 


Xo, X,; 


Y,; 


Z„ Z, 


par les differences 




Xr 





dt* ’ 
dt* ’ 


Y 



Z,- 


■ 


( 49 ) 
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Cela pose, on tirera : i® des equations (20) 

lKf\\ ^^0 ^^0 Y ^*$0 ^^0 V d'Vlo 

lF + ^+P’^=P-#- to + dy +P’'-=P 7 ?-’ 
2° de I’equation (27), en reduisant le polynome 


dl, 


dr) I 




au seui terme (^0, 
(50 ahlXT+a 


d‘Fi 


dx dr 

^ df) 




y de la formule ( 3 y) 

, (dk, dY, v\ /^Fi dB, « (d% d*Yi, 




cos 


Ajoutons que, dans le cas du mouvement, les valeurs do E, D, C four- 
nies par les Equations ( 3 i) et (Sa) devLendront 


( 53 ) 


( 54 .) 


_ i/aA, dFj „ ,, 

T) l/^Fi , , „Y . , a j> 


C = -P + ^p(Zr 


dt^ 


' Supposons maintenant quo la plaque donnee devienne elastiquie, et 
que son elasticity soit la niyme dans tons les sens. Alors, en adoptant 
les principes enonces dans I’un des precedents articles (p. 2i5 etaiU), 
et prenant x, y, z pour variables independantes, on trouvera 



k, K designant deux quantites constantes, et u la dilatation du volume 
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ilonnee par I’equation 

(56) 


dy ()- 


(58) 


Par suite, si [’on fait pour plus de commodite 
(5;) A- + K = 9K, 

et si Ton prend pour variables independantes x, y, s au lieu de x, 
y, z, on aura 

l' A _ . ()2 dn 6? 

'K dy'^ ds* K dy"^ ds’ K dx dy d.i’ 

D_S 
K"‘ 

Lorsque, dans les formules (58), on substitue aux fonctions A, B, 

C, D, E, F, 5, V], ^ leurs developpements, ordonnes suivant les puissances 
ascendantes de la variable s, alors, en egalant entre cux les coefficients 
des puissances semblables de s, on trouve 


/dn 


E fi-i 

/dt dn 

F 6 - 1 . 

(d| 


\ds 

'^Tyr 

K~ 2 

\da:^ds/ 

K- a ' 

W 

dx) 


(^9) 


i -^0 £ dill , dj]o j. 


d/ 


Bi) d|(i « dtio ^ 

K~dI'^^dF'^"” 


(6o) 


K-“r'^d7)’ 


h-tzl 

K “ a 


(t I dCo 

r'^d^ 


Ei_d-./. dC,\ 
K“ a 


Co 
K ■ 

_d^^ 

“ djc 

drio 

d/ 

+ d?i, 

Fo 

j-u 



K " 

2 ( 

^dj 

+ if) 

t^i 

K ■ 


drti 

dy 

+JKi, 

F.- 

K' 

= ^( 

.d/ 



puis, en combinant les formules (Sg), (6o) avec les equations (19), 
on en conclut 


(61) t:.=- 

(63) !,= - 


dS, 

* y 

d^’ 


dti 

dSt 

dx’ 

"•— 3 ?’ '■= 


i/d?, , dno^P', 

+ 5? I 


K 


dx ' dy ' H 
d\dx dy) 
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dfi 


P 

9 ’ 



Fi= 


9-1 

a 





ox 



dri 

dy 


Done, si Ton fait, pour abreger, 


( 65 ) 

on aura 

( 66 ) 

el. 

(67) 


(9-0K = pff, 




\dx 6 + 1 dy) S 




I dl 


dy 64*1 dj:/ ^ * 

!'' = 5l’“’iRr7(| + s)’ . 


ou, ce qui revient au mSme, 

(68) ( B.: 


dx* "^9 + 1 dy* j 


. 1 S*%,\ 

i = -p^ + 


I ‘ ^ 8 + 1 dxdy 


Cela pose, les equations (20) et (27), qui sont relatives k I’equilibre 
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d’une plaque solide, donneront, pour une plaque elastique. 



jQ*( 


I 9 


I 04-2 

d®Tf)o ' 

(69) 


'*”2 04-1 

df ^ 

2 S-h I 

dxdy^ 

I 

^d*-n. 

I 9 

d*f)o 

10+2 

d%' 


\dy* 

"*" a 04rl 

dP'*' 

2 04- I 

dxdy. 

et 







(70) 


1 4- 

dx*dy* 

M 

= Zo 4 -^ 

(Z* 4 - 


<)X, dY,^ 

* dx dyj 


De plus, en vertu des formules ( 34 ). ( 35 ) et (37), combinees avec les 
equations ( 66 ) et ( 68 ), on aura, pour tous les points situes sur une 
portion libre du contour de la plaque elastique. 


') 


(dU 

1 di)^ 

1 ^ ® / 

\dx 

■^04-1 d/J 

I“»« + 5 8+,( 




3) 




-i-i dy-j ^ 5 + 1 dvC (?/ ' 


\ da!* 9 

dj^,_ 

dy^ S- 


I cosa+ s- 7 -r -s-r^cosp = o, 


(( 


S d*Co 

‘ + ttt — cosa = 0 , 


S + i dxdy 

[(S' ->• 5^) ^ + S) 


Au contraire, pour tous les points situes sur une portion fixe du con- 
tour de la plaque, les Taleurs des inconnues ^o, ^o» ^0 devront satisfaire, 
non seulement aux conditions (4o), mais encore aux formules (4i) 
ou, ce qui revient au m^me, aux deux suivantes : 


(74) 





o. 


Dans le cas particulier oil la plaque Elastique est rectangulaire et 
terminee lateralement par des plans perpendiculaires aux axes des x 
ety, les formules (71), (72), (78) donnent : i® pour les points situ6s 
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sur la surface suppos^e libre de Tun des plans perpendiculaircs a I’axe 
des X, 


( 7 ^) 

(76) 

(77) 




^ ^ 

\dx 9 -i-i dy 

, I 

6 -h I 




h 


Ovit 

dx 


= o* 




= O. 




dy^ dx dy 

\dx^^dxdy*) 


= 0, 


2° pour les points situes sur la surface supposee libre de Tun des plans 
perpendiculaires k I’axe des j, 


(78) 


(79) 

(80) 


Q* 


( dt\o 




^ dx 


L(l. 

p\e 


<■£ 



dy^ 


I ^ 

6 H- I 


= 0, 



£i^ 


( dKo 
\^dx-dy 



o, 


Si Ton designe par « la somme des deux premiers lermes compris 
dans la valeur de u \yoir la formula ( 56 )], et si Ton pose, en conse- 
quence, 


(81) 



dn 

dy 


8 exprimera evidemment la dilatation superficielle qu’eprouve, on 
vertu du changement de forme de la plaque, le plan mene par lo point 
(x — I, y — ri) paralieiement au plan des x, y. Si d’ailleurs on repre- 
sente par 

(82) 8 = 80 + -1-82 


le developpement de 8 consider^ comme fonction des variables x, y, s, 
suivant les puissances ascendantes de s, on aura 
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et les formules (66), (67) donneront 

P 




(85 : 




B - fi 

1 -^‘=' 9 T 7 (®S +“■)’ 

F —l„Qi 

‘ 2 ^“ 6 + i\df~^dx) 

De plus, les equations (69) deviendront 


( 86 ) 


= 0, 


187) 


I 2(9 + 1 ) ^ ^ ' 


et Ton conclurade ces derni^res, en les combinanl par roie d’addition, 
apres avoir differentie la premiere par rapport a a;, et la second© par 
rapport a y. 


( 88 ) 


\dx^- 


<?*8o\ dXo 

dy*J dx 



Enfin r^quation (27) donnera 


(bg) a 3 Q (^Zs + 2-^ +2-^j_0. 


Lorsque, dans la formule (89), on remet pour a; sa valour tiree do 
r^quation (84), on se trouve immediatement ramene k la for- 
raule (70). 

Si Ton veut considerer la plaque elastique. non plus dans I’etat 
d’equilibre, mais dans I’etat de mouvement, il faudra, dans les equa- 
tions (69), (70), (87), (88), et dans les formules (78), (78), (81), 
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remplacer les expressions ( 48 ) par les expressions ( 49 ). Cela pose, on 
lirera : i® des equations ( 87 ) et ( 88 ), 



2 ” de r^quation (70), en rMuisant le polynome 


s,+ g(?8+J^_^+2^J-t:o 3(1 fiirV 

au seul terme 

^ 3 ■*■ dx^ Of ’^Of)'^ ~ 6 ' dv j’ 

De plus, en substiluant auxquantites X,, Y,, dans les formules (73), 
(78), (81), lesbinomes 

V Y , <?’?« Y Y j- 

ot‘ ~^‘'^0x0t-’ d«* 

ou plutot les valeurs approchees de ces binomes obtenues a I’aide de 
I’equation (92), savpir 


Y I V I 


on trouvera 


(9*) 

(94) 

(95) 


/d’?. d»?o \ , ( d*Co , 




OK, , d^?. \ „ , dZo 




dxdfj 


= Xi+ 




Vda!*d/ Of) Oy 

Dans le cas particulier oil la force aeeeleratrice 9 devient constanle, 
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Ips fbrmules (91) et (92) se reduisent a 


(96) 

( 97 ) 


dvV~ dt^ ’ 



dt^ ~ 


Z. 


Si cptte meme force acceleratrice s’evanouit, la formule (97) donnera 
siinplement 


(98) 


Si* 




+ 2 




3 \ dx^ dy 


dy*)' 


t/ bO 

dt^ 


=. 0. 


Si d’ailleurs on considere un corps elastique comme un sysleme do 
molecules qui agissent Tune sur I’autre a de trfes pctites distances, 
alors, en supposant que I’elasticit^ reste la meme dans tous les sens, et 
quo les pressions supportees par la surface libre du corps dans I’etat 
naturel se reduisent a zero, on obtiendra, entre les constantes desi- 
gnees par k et par K dans la formule (57), la relation 


199) 


/c=2K. 


On aura done, par suite, 6 = 3 , et Ton tirera des equations (90), en 
attribuant des valeurs nulles aux forces Xo, 


I'lOO) 



Dans la meme liypothese, si les pressions P, 9 s’evanouissent avec la 
force 9, les formules (71), (72), (gS) donneront, pour les points situes 
sur des portions libres de la surface qui termine lateralement la plaque 

fe) COSP + I (I? -H COS« = o, 
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I 3 - 


' 4 <?/*. 

<?-?» 1 d'-Ko 

[ dy^ 4 dx^ 

d^K, , dKo \ 

~dx^ dxdv-)^ 


o 3 dK, 

cosP+T 3— ^cos« = o. 


4 dxdy 
\dx^ dy 


cosp = o. 


Si la plaque elastiquc 6tait rectangulaire ef termineo lateralemont pav 
des plans perpendiculaires aux axes des x et ;k. les formules (loi), 
(102), (io 3 ) donneraienl : 1° pour la surface, supposee librc do I’un 
des plans perpendiculaires a I’axe des x. 


dcjo ^ 1 drip _ 
dx 4 dy 

^ , I ^0 

4 


dSn , dr)„ _ 
dy dx~ ’ 


dxdy 


^ + -^=0* 
dx^ dx dy^ ’ 


2" pour la surface supposee libre de Tun des plans perpendiculaires 
I’axo des y, 


dy 4 dx 

, 1 ^0 
dy^ 4 dx* 


dijo , ^ - 

dy dx ’ 


dxdy 


dx* dy dy* 


II osl bon d’obscrver que, on vertu de la seconde des equations (to .5 ) 
ou (to8), la condition (106) pourra etre reduitc k 


et la condition (109) a 


OEitPres de C, — S. 11, t. VIII. 


dy* 
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La plupart des equations etablies dans ce paragraphe, et particulie- 
rement les formules (20), (27), ( 34 ), ( 3 j), ( 3 ( 5 ), ( 5 o), ( 5 i), (90), 
(917, (92), sont cxtraites d’un Memoire que j’ai presente a I’Academie 
dos Sciences le C octobre 1828. Ces memes formules, ou du moins 
cellos que Ton on tire en posant 6 = 3 , se sont trouv6es d’accord avec 
les formules contenues dans le Memoire deM. Poisson, qui etaitsous 
pressc a cette epoque, et qui vient de paraitre. Toutefois, aux condi- 
tions (74"), dont la premiere entraine la.seconde, lorsqu'on a egard a la 
derniere des formules ( 4 o)> Poisson a joint une troisieme condition 
qui disparait d’ellc-meme dans le cas oil la plaque elastique devient 
circulaire, et dont Tadmission, dans les autres cas, nous parait sujetto 
a quelques dilBcult^s. 

On pent aisement conclure de I’equation (96) que la vitesse du son 
dans une plaque elastique d’une etendue indefinie est precisement la 
valour de Q determinee par la formule ( 65 ). Si d’ailleurs on suppose 
8 = 3 , on prouvera, comme dans Particle precedent (page 3 i 6 ), que la 
vitesse dont il s’agit est a la vitesse du son, dans un corps solide Mas- 
tique dont les trois dimensions sont indefinies, dans le rapport de >/8 
a ^'9 = 3 . Si Pon attribuait au nombre 6 une valeur differenle de 3 , le 
rapport entre les deux vitesses scrait celui de v'O* — i a = 8- 

L’equation (98) a la memo forme que celle qui a ete trouvee sans 
demonstration dans les papiers de M. Lagrange, et qui a servi de base 
aux recherches publiees par M*"® Sophie Germain dans un Memoire sur 
les plaques ^lastiques couronne par Pinstitut en 18 15. 

Concevons maintenant que Pon considere, non plus une plaque Mas- 
tiquo, mais une plaque solide entierement denuee d’elasticite. Alors, 
en adoplant les principes enonces dans Pun des pr6c6dents articles 
(pages 224 et 220), et faisant, pour abreger, 

(ti2) k + K = 0K, 

on reconnaitra que les formules (90), (92) doivent etre remplacees par 
celles qu’on en d^duit, quand on substitue, dans les premiers mem- 
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bres, aux inconnnos yj^, leurs derivees relatives a t, savoir 


ot, a la quantite 
Texpression 

Done, si Ton pose 
(ii 3 ) 


^ ^ 

dt’ dt’ Ot ’ 


()£o 


Jt 


d£ ‘ 


dU 

Tt 


les inconnucs u^, v^, w,), qui repr^senteront, au bout du temps t, les 
projections algebriques de la vitesse d’un point situe sur la surface 
moyenne, devront satisfaire, quels que soienta? ety, aux equations 


(ir 4 ) 


a* 

afd^-Uo , d^Uo\ 

I 2(5 + 1 ) 


1 a» 

e ( 4 - 

\ 2(0 + 1) 

\_\da!^ Oyy 


I + 2) 


.(dUn (Jl’oV 

dx 

dy 


, V _ ^"0 


, Y 



,3 ^*"’0 _ 


| 4 .^»-Z +-I 

rz,+a^+2 

dYA 

\ dx^ 

dx'^ dy^ 

d/0 

dt 6 ' 


Oy) 


On tirera d’ailleurs des formules (ii 4 )* combinees avec les for- 
mules ( 83 ) et (trS'), 


{116) 


a* 


I \dt ) \ dt) 


^X, ^ (?Y. _ 

dx dy 


.A% 


dt 


Enfin, si la force acceleratrice s’evanouit, les equations (ii 5 ) et (116) 
deviendront respectivement 


(” 7 ) 
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II sera egalement facile de frouver les conditions qui, dans le cas que 
nous eonsiJerons, devront etro reraplies pour les points situes sur le 
contour de la plaque solidc. 

>'ous renverrons a un autre article I’integration des equations diffe- 
rentielles obtcnues dans ce paragraphe. 


§ III. — Sin- les equations d’equilibre oil de mom-ement d'line plaque solide 
naturellement plane, mats d’une epaisseiir variable. 

Dans le paragraphe precedent, nous avons regarde commc constante 
I’epaisscur 2 ? de la plaque solide. Supposons maintenant que cetto 
epaisseur varie; niais adinettons, pour plus de simplicite, que, 6tant 
toujours tres petite, ello se trouve primitivement divisee en deux par- 
ties egales par le plan des a?, y, i deviendra une fonction des coor- 
donnees cc, y, et la plaque solide sera renfermee, dans I’^tat naturel, 
ontre deux surfaces courbes representees par les equations (to). 
D’ailleurs, si Ton nomme «, y les angles formes par la normal e ii 
Tune de ces surfaces avec les demi-axes des coordonnees positives, 
on aura 


, , cpsa coslS 

djc dy 


COSH cosfi 

7r= 


i)e plus, si Ton continue de regarder comme infiniment petits les de- 
placements des molecules et si I’on determine toujours la variable s 
par Tequation (5), les formules (hq) subsisteront encore aprbs les 
deplacements dont il s’agit, la premiere pour s = — i, la seconde pour 
s = i. Par consequent, on tirera des formules (4) : 

1 ° Pour s——i, 




(lao) 
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2“ Pours = 8, 


(121) 


e|^+D^-C-P-o. 

Ox df 


Entin, si Ton developpe les quantiles A, B, C, D, E, F, X, Y, Z suivant 
los puissances asccndantes de s a Taidc des^uations (12), (t 3 ), (i4), 
on trouvera, au lieu des formules (16), 


(122) 


ct 


Eo+Ea -+... + (Aj 4*. . 0^*^ 4- (Fi + . . — 0, 


.di 


IX 2“ /r X • di ,rt X -d/: 

Do 4 -I) 2 “ 4 -...-i-(Fi 4 -...)^^ +(Bi 4 -...)^^ — 0» 


. di 


,di 


Co 4-C2- +“*4-(Ei-r...)^^4-(Di4-...)ijj^ — — P 


El 4- E3 g 4-. . .4- 


(123) l)i4-D3g4-... + (Fo4-Faj+...)j Yx 


\ A 2* \ I di /„ „ \ I di P di 

\£ ^ _ P ^ 

')ldy~ i dy 




I Hi 


C, + C,g+... + (^Eo + E,-+...jT^ + (^D„+D,-+...jj:^_o; 


I di 


puis on en conclura, en negligeant dans une premifere approximation 
les termes du m6me ordre que la fonction i et ses__deriv6es 


(124) 


( 125 ) 


E} — 0, Do — 0) L/j — o, 

B,=-i[(A.+P)|+r.f} 
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Cela pose, les formules(2o) devront etre remplacees par les suivantes 


dy 

dx ' dy 


7 

j + pYo=:0. 


-H- 




Quant a la formule (21), elle eontinuera d’etre fournie par la premiere 
approximation. Mais elle acquerra de nduveaux termes, si Ton a re- 
cours a une approximation nouvelle. Concevons en elfet que, dans les 
formules (122), (nS), on conserve les termes proportionnels au carre 
de i. On tirera de ces formules 


(1271 


(nSt 


TA r d/ „ .di 

Do = Ds— F,J-; 

‘ " 3 dx ay 

C.=.p.L’c-E4-B.,f 


di^ „ di di « di* 


(lag'l { 


(i3o) < 


puis on conclura de celles-ci, combinees avec les equations (t5), les 
deux premieres des equations (i 25 ) et les equations (126), 

‘ '■ \ I>N /<!'■* * <1* 
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Par suite celle des equations (i 5 ) qui renferme la quantite C, donnera 


fi3i) 


3 \ da:* ' djB dy Oy^) \ ‘ do:* ^ ‘ do; d/ ‘ dr*/ 


+ P 


rj ./V 

Zc+‘(X,^ + Y.^ 


^ j* /„ dX, dY, 


= 0 . 


De plus, eommc la variable s, comprise dans les equations (12), (i 3 ), 
(T4), estuno quantite du meme ordre que i, on tirera de ces equations 
combinees avec les deux premibres des formules (i 25 ), et avec les 
equations (127), (129), (i 3 o) : i® en negligeant dans les developpe- 
ments de A, F, B les puissances de i superieures k la premiere, 

(28) A = A|,+Aii, F = F«+F,s, B = Bo+Bij; 


2® en nbgligeant, dans les developpements de E, D, C, les puissances 
de i supbrieurcs a la seconde 


(i32)( 


E = E.+ E,. + E.1’=E.(.-J) + E.,-?(A,|+F4i] 

j"*— ,?VdA, dFi , , dt „ di\ d/ „ dri 




D = l)„+B,.v + Dj- _ D|)( I— jj ) + Di«— 7 (Fi^ + Bi 


d/ 




|C = C.+ C.i’=-P + (C,+ P)(,-^)-?(E4+D,|) 


(f33) 


= _P-t 


Y .1- V 


)] 


— p|^z,+ ,| 

i^[(A.+ P)g+,F.j|^+(B.+ P)|i] 


+ (A.+P)£+aF.|| + (B.+P)^i 


doe 


Outre les Equations (126) et(i 3 i) qui, dans le cas d’equilibre d’une 
plaque solide, subsistenl pour tous les points de la surface moyenne, 
il en est d’autres qui sont relatives au contour de cette plaque, et que 
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nous aliens faire connaitre. Supposons toujours la plaque terminee 
lateralement par une surface cylindrique dont les generatrices restent 
perpendiculaires au plan des x, y. Soient 

os, p et y = ^ 


Ics angles formes par la normale a cette surface avec les demi-axes des 
coordonnees positives; et concevons que Ton developpe v], C s'uivant 
les puissances ascendantes de la variables a I’aide des formules ( 38 ). 
En raisonnant comme dans le § II, on prouvera que les conditions (4o), 
(4i) doivent etre verifi^es pour tous les points de la surface moyenne 
situes sur des portions fixes du contour de la plaque, et les formules ( 23 ) 
pour tous les points de la surface moyenne situes sur des portions fibres 
du meme contour. D’ailleurs, en substituant dans les formules ( 33 ) 
les valeurs de A, F, B, D, E fournies par les equations (28), (182), et 
supposant, pour plus de simplicite, = P, on retrouvera encore les 
conditions ( 34 ), ( 35 ) et (87). 

Si Ton veut considerer la plaque solide, non plus dans I’etat d’^ui- 
libre, mais dans I’etat de mouvement, il faudra, dans les equa- 
tions (126), (i 3 i) et(37), remplacer les quantites (48) par les expres- 
sions ( 49). Cela pose, on tirera des equations (126) 



et de I’equation (i 3 i), en reduisant le polynome 






Bl 

dx 




au seul terme 

, (JSP, d^i 

3 


(i35) 


dU 

dxdy 


B, 




di^ ■ 
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Quant a lequation (37), elle devraetre remplacee par la formuie ( 52 ). 

Supposons maintenant que la lame proposee devienne elastiquo, et 
que son elasticite soit la meme dans tous les sens. Alors, en adoptanl 
Ics memos notations quo dans Ic § II, et combinant les formules (09), 

(60) aycc les equations (124), (1 25 ), on retrouvera les valeurs de , 

T),, et determinees par les formules (61), (62), et les valeurs do 
Ao, F,, Bj, A,, F|, B, determinees par les formules (66), (68), tandis 
que les quantiles yja acquerront des valeurs nouvelles. Cela pose, 
s’il y a equilibre, les equations (126) et (i 3 i) donneront 

/osl^ 4 . 

\dx“ 20+2 dy^ 20+2 djsdy i 0+i dyjdx’^ iS+^Xdy dx / d/J j ‘ 

_e-i P 1 di 

”” 6 p 2 dj?’ 

(i36)< 

0 d^rio ' 0 + 2 d% ir/diQo I dlo\di fl /dgp dYi„\d/]) ^ 

( dj® 20+2 dJJ® 2 d -\-2 dxdy 0+idd:‘/d/ 20+2 yd/ dj*/d.rjj ^ 

_ 0 — I P I df\ 

i ~ 0 p / d/^ 





■ d%\ 

dx- d/* djK * ) 


_\dJ7® "^0 + 1 d// d^- 0 + 1 dx dy dx dy 


d/ 0 + 1 dx^)dy^_ 


— Z«+M XiT- + Yi 


+ g(Z2+2 


dX, dY, 
OX ay 


Si, au contraire, la lame elastique se meut, on tirera des equations (i 34 ) 
ct (i 35 ) 

ir.Ad% , 0 d^gp ,0 + ^ d% if/dlo 1 dii,\ di 0 d-f]o\dn) ^ 

\dx^ 20+2 d/® 20+2 dxdy i L\da? 0+i dy )dx 20+2 \d 7 dxjdy ^ ) 

_d% e-^j fxdl 
“ d^* 0 pi dx^ 

(i38) 

f^Ad% 0 d®TOo ® + 2 d*5o ipUo I dlAdi 0 « „ 
I dx* ^ 30+2 dy* ^ 20+2 dxdy i [d/ 6-ri dxjdy 20+a\c)y dxjdxj j 

— 0 — J P I 

i df® 0 pi dx^ 

OEwres de C. — S. 11, t. VIII. 
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"sUxi Ja’Jr* J.I-*/ 

r/ «•*-!_ ssi'i ^ ^ + — ^•'1 -1 + ^ 

(iSp) - z f)yi j 9-^1 dxdjr djcdy 9 -\-i Ot^ 

I „ ./,- dl ,r di\ i“ frw dYi\ 


Si Ton admet la relatioa etablie par la formule (99) entre les quan- 
tiles k et K, on aura 8 = 3 . Alors, en supposant constantos la direction 
et I’intensite do la force acceleratrice 9, on conclura des formules (i 38 ), 
(1^9') 


' ^ r 3 3 dHo (dlt I dvioN dl/ _ 3 

‘ ^ 8 dxdy \dx ' 4 dy jdx dx ' 




P dl/ 

~ dP 6 p dx' 


d% , id\ ^5 d% (h. 1 d?,\dl‘ 3/d5^ , dnAdl/ 


I ru\ " '‘a , " » *10 , " so > I Y 

"^8 dx^ "^8 dxdy \d/ '^Idx/dy 8\d/ dxjdxj 

— ^ ^ — t P 

' - dP ^ 9 p dy’ 


3 \dx* ^ dx^dy^^ dy*) 

_ qe,!/'^ 1 d»i:,\d»/ 3 d% d'-i (d\ , 1 d»?„\d^/] d%_„ 

L\dir‘ '4 dy^ j dx’- 2 dxdy dxdy \d/* '*'4 djsVdv*] dt‘ 


Enfin, si Ton suppose 9 = 0, P = 0, et 
(142) i = c(i + ax + by), 

a, b, c designant trois quantiles constantes, les equations (i4o), (i4i) 
donneront respectivement 


io.p + 3 d;i ,^5 _ a» r /dg. . dn.\ 3 /dg, dn. 

I \da;* 8 (J/ Sdxdy) n-a®-(-J7L“\di»^4 d/j "^-S^ld/ "^dx 


“ dP’ 


o..f^ + §j!lo +5 r/dn, d^ 3 /d^. du. 

' ^df^Bdx^^Bdxdy) T + aar + djKLW 


o dx^ dy^ dy^ ) dt^ 
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lii's equations (i36), (t37), ou (i38), ( 139 ), et les suivantos soiU 
eelles qui, dans I’etat d’equilibre ou de mouvement, subsistenl pour 
Ions les points d’une plaque 6lastiquc dont I’epaisseur est variable. 
Quant aux formules qui doivent ctre verifiees pour les points situes 
sur le contour de la plaque, elles ne different pas de eelles que nous 
avons obtenues, dans le § II, en supposant I’epaisseur constante. 



SUR L’EQUILIBRE 


ET LE 

MOUVEMENT D’UNE VERGE RECTANGULAIRE. 


Considerons une verge solide qui, dans I’etal naturel, ait pour axe 
une ligne droite ou une courbe plane. Supposons d’ailleurs que la sec- 
tion faite dans la verge par un plan perpendiculaire a I’axe soit un 
rectangle dont les deux cotes restent constamment parallfeles a Tun dcs 
plans menes par cet axe, ou au seul plan qui le renferme. La verge 
dont il s’agit deviendra ce que nous appellerons une verge rectangu- 
laire, et son epaisseur o.h ou 21 mesuree parallMement ou perpendicu- 
lairement au plan qui renferme I’axe ne sera autre chose quo I’un des 
cotes du rectangle ci-dessus mentionne. Au reste, les epaisseurs nh, 
ni, que nous regarderons comme tres petites, pourront demeurcr con- 
stantes, ou varier d’un point de I’axe a un autre, suivant uno loi quel- 
conque. 

D’apres ce qu’on vient de dire, une verge rectangulaire ne differe 
pas d’une plaque solide qui serait naturellement plane et terminec 
lateralement par deux surfaces cylindriques trfes rapproch 6 es Tunc de 
I’autre. Si d’ailleurs on suppose que cette plaque solide devienne 
elastiquc, et offre la in 4 me elasticity dans tous les sens ; si de plus, en 
adoptant les notations et les principes exposes dans I’article pr 6 cedent, 
on continue de prendre pour plan des x, y celui qui divisait primiti- 
vementl’epaisseur 21 de la plaque yiastique en deux parties ygales, les 
deplacements tQo d’un point de la surface moyenne, mesurys paral- 
lelement aux axes desajety, devront, dans le cas d’yquilibre, acquerir 
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dcs valours telles quo les formules (20) de la page 887, savoir 


(0 




^Fn dBi) 


0 . .V 


ct Ics formules ( 34 ) de la page 390, savoir 

(3) (Ao+<^)cosa + FoCos| 3 =i:o, Fo cosa + (Bq-i- cosp = 0, 


4.13 


soicnt verifiees, les deux premieres, pour tous les points situes sur la 
surface moyennc de la plaque, et les deux dernieres pour tous les 
points situes sur le contour de cette surface. A#, Fo, B* etant des func- 
tions do X, y determinees par les equations ( 63 ) de la page Sgj, ou, 
cc qui revient au m^me, par les suivantcs : 



II est esscnliel de rappeler que, dans ces Equations, p designe la den- 
site de la plaque regardee comme constante, Xo, Y# les projections 
algebriques, sur les axes des x et j, de la force acc 61 eratrice appliqueo . 
a un point quolconque de la surface moyenne, eta, (3 les angles formes, 
avcc les domi-axes des x ety positives, par la normale elevee dans le 
plan dcs a?, sur le contour de cette surface. 

Supposons maintenant la plaque elastique renfermee entre deux sur- 
faces cylindriqucs tres voisines, et rMuite par ce moyen k une verge 
rectangulaire dont I’epaisseur, mesuree parallklement au plan des x,y, 
soit egale a aA. Designons, comme dans I’article precedent, par I, v], C 
les d^placements paralleles aux axes d’une molecule quelconque m 
qui correspond, dans I’etat d’equilibre, aux coordonnees x,y, s; par 
X, Y, Z les projections algebriques de la force acceleratricc appliquee 
a cette molecule; et par A, F, E; F, B, D; E, D, C les projections 
algebriques des pressions ou tensions exerc^es au point (x, y, s) 
contre trois plans parallfeles aux plans cbordonnes. Soient, de plus. 
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i\ r' les distances comprises, dans I’etat d’equilibre : i° entre I’axe de la 
verge et la droite menee par la molecule m parallelement a I’axe des s ; 
2 ® entre la molecule m et le point de la meme droite qui se trouvait 
primitivement renferme dans le plan des cc, y. Enfin conccvons quo 
Ton developpe les quantites v), X, Y, Z; A, B, C, D, E, F, consi- 
derees comme fonctions de x, r et suivant les puissances ascen- 
dantes de r, et joignons, en consequence, a la formule 


(4) 


? = £o,0'+' + ^. 0,1 ■* 2 ^ 1,1 ' 


toutes celles qu’on en deduit quand on y remplace la lettre $ par Tune 
des lettres v], X, Y, Z; A, B, C, D, E, F. Les fonctions de x et de j, 
designees, dans les formules (i), ( 2 ), (3), par So» Xj, Yo; Ao, Fo, 
Bo, se confondront avec les valeurs de y); X, Y; A, F, B correspon- 
dantes a r'= 0 . Done elles seront donnees par des equations de la 
forme 


(5) 


+ |!,0 



r5 

Y]0 ■50o^O+ -f- *^32,0 y • 


Remarquons d’ailleurs que les deux quantites designees par ?o,o> ^^o,o 
dans les equations (4) et (5) sont precisement les valeurs de 5 et de v) 
correspondantes a un point situe sur I’axe de la verge. 

En resume, on voit que, dans le cas d’equilibre de la verge rectan- 
gulaire, les deplacements ?o, y)o d’une molecule primitivement renfer- 
raee dans le plan des x, y, et les deplacements $ 0 , 0 * ^lo.o d’un point 
primitivement situe sur I’axe se deduiront des formules (i), ( 2 ), (3), 
(5), dont la premiere et les deux dernieres devront etre verifiees pour 
tous les points de la section faite dans la verge par le plan des x, y, 
tandis que la seconde devra etre verifiee pour tous les points silues 
sur le contour de cette meme section. Or les formules (i), ( 2 ), (3), 
(5) sont entibrement semblables aux formules (i), (4), (38i), ( 22 ) de 
I’avant-dernier article ; et, pour tirer les unes des autres, il suffit de 
remplacer A, F, B, X, Y, y] par A„ F,, B*, X,, Y,, rjo, P par D 

par — g, Kpar -g— K, 6par6-Hi, enfin Ho, It, $ 2 , •••; tQo, >]<, ^s, ••• 
par Ho, 0 , H,,o, Ho.o, •••; ^)o.fl, iii.o, > 12 , 0 , •••• Cela posb, en tenant compte 



D’UNE VERGE RECTANGULAIRE. 


4lS 


(Ics obsemlions faites a la page 379, on pourra immedialement trans- 
former cellos des equations de I’avant-dernier article qui determinent 
les valeurs de ?o> relatives a I’equilibre d’une lame ^lastique droito 
on courbc d’cpaisseur conslante ou variable, de manibre b obtenir les 
equations qui fourniraient les valeurs de relatives a I’equi- 

libro d’une verge elastique et rectangulaire, pourvu que cette lame et 
cctte verge, prises dans I’etat naturel et coupees par le plan des x,y, 
offrent toutes deux la meme sbction. Si, pour plus de simplicite, on 
suppose les dilferentcs faces de la verge elastique soumises dans tons 
lours points a une seulo pression exterieure, on devra reduire $ b P, et 
alors, pour effcctuer la transformation dont il s’agit, il suffira de rem- 
placer dans les formules (60), (61), (62), (67), (68), (69), (71), 
(72), (99), (100), etc. de I’avant-dernier article, "'Qo; Xq, X,; Y#, 

Q j 

^0j0> ^0,0? ^0,0> ^ Q ^ P^^ 

0 + 1 , cnfm P par P -I- n = P, la valeur de 11 6 tant — j- Done, si 
Ton considbro I’equilibre d’une verge rectangulaire, qui, dans I’etat 
naturel, etant droite et d’unc epaisseur constante, aurait pour axe I’axe 
des ®, les deplacements d’un point de I’axe, mesures parallelement aux 
coordonnees x et 7, seront determines par les equations 



designeront les valeurs de 

X, 


dX 


Y, 


dy*’ 


correspondantes au point dont il s’agit, et Q une quanlite propre b ve- 
rifier, non plus la formule (62) de la page 3 o 3 , mais la suivante 




I 


0-1 K 
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en sorte qu’on trouvera 

,s, 

C7 + I p 


Ajoutons que les conditions relatives aux extremites de la verge so 
deduiront des formules (67), (68), (69), (71), (72) (page 3 o 5 ) el 
seront respectivement : i® pour une extremite fixe, 


(9) 

(10) 


£0,0 — O, 


^0.0 — 0, 


(ice ~ ’ 


2° pour une extremite mobile, 


(11) 

(12) 


08 

“ ds 


d^Vo,o 

dce^ 


= 0, 


_ Lzi £ 

6 + 1 p’ 

02 Y 

“ d(e> -^i*"- 


Si, dans I’etat naturel, la verge elastique, ayant toujours pour axe 
I’axe des a?, ofFrait une epaisseur 2A variable d’un point do I’axe a un 
autre, il faudrait aux equations (6) et (7) substituer celles que Ton 
tire des equations (i 5 i), (iSa) de la page 829, en remplagant rjn par 

’o,o» '^o.o* ® par 0 -t- j, et P par — ^ — P. On aurait done alors, pour un 
point quelconque de I’axe, 


(13) 

(14) 


£ 2 * 


^£0,0 


£2‘A 


dx^ 

(h d^ _ ^ d*no,o] _ Y ^ o ^uo\ 

(3 dx^ dx’- 


1 ^ 

h dx 


dx 


) 


^0,0" 


e-i _P 

0 + 1 ph dx~^’ 




Concevons cnfin que, dans I’etat naturel, la verge Elastique, dou6e 
d une epaisseur constante, offre pour axe une courbe plane, et que le 
plan de la courbe coincide avec celui des oc, y. Si Ton nomme s I’arc 
de cette courbe, ^ son rayon de courbure, -i son inclinaison par rapporl 
a I’axe des a?; si d’ailleurs on pose 


(15) 

(16) 


y = i COST + n sinr, 3 = ti cost — £ sinv, 
S = XcosT + YsmT, ^ = Ycost — XsiuT, 



417 


D’UNE VERGE RECTANGULAIRE. 

cl si Ton (lesigne par „ les valeurs de y, S; s, cor- 

rcspondantes a dcs valeurs nullcs de r,/, les quantiles yo,o, ^^,0 repre- 
scnteronl les deplacements d’un point de la courbe, mesures dans le 
sens de la langenle el de la normale; puis on faisant, pour abreger, 

(17) 

(18) 1 = ^±>1 _ j_ <^^11,11 ^ yo.o^ 

dx t ds t 


Q j Q j 

et remplatanl : i" — g— P par P; 2° par on tirera des for- 
mules (280) el (aSS) de la page 358 


('9) 

(20) 


a.t + .A.,.+ i^£ = ., 

g,/ ^ 

\ ds^ ds ds^ t ds* J 


la valour do 6tant fix6e, non plus a I’aide do I’equation (282) 
(page 358), mais a I’aide de cello qu’on en d^duit en subslituant aux 
quantiles 

(21) ,^0, ^Rj, ^2 

les quanlit^s 

(22) "Sfto.Oj ^2,0» ®0,0> ®1,0> ^2,0) 


Iburnios par les developpemenls do a. et de S suivant les puissances 
ascendantes de r ct de II sera bgalement facile de trouver les condi- 
tions qui devront 6tre remplics pour une extremite libre ou pour une 
cxlrbmite fixe de la verge elastique en equilibre. En effet, s’il s’agit 
d’une extremilb fixe, les formules (25o), (25i) et (284) des pages 35i 
et 359 donneront 


(23) 

(24) 


yo,o — o, 


^0,0 — 




z=z 0. 


Quant aux conditions relatives k une oxtremitb libre, on les obfiendra 

OEuvres df C. — S. II, t. VIII. ^3 
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pn remplacant, clans les formules (285), (286), (288) dp la page 35 (), 
0 par 0 -i- I, et les quantiles (21) par les quantites (22). 

Si Ton voulait considerer une verge elastique et rectangulaire, non 
plus dans I’etat d’equilibre, raais dans letat do mouvemenf, il faudrait, 
en regardant cette verge comme une plaque solidc dont la largoiir 
scrait tres petite, substituer aux formules (1) les formules ( 5 o) de la 
page 3 c) 3 , savoir 


1 ao ) 


djo 


+ p Ao— p -T:r? 


dv 


dt^ 


^0 

doc 


, dBo , . Y _ „ 


d=Ylo 

■ 


Or, ces dernieres etant semblables aux formules (i 5 ) de I’avant-der- 
nier article, il est clair que, dans I’etat de mouvement, les equations 
propres a fournir les valeurs de et ou de Yo.o et pour une 
verge Mastique rectangulaire, se deduiront des eejuations propres a 
fournir les valeurs de et y]* ou de y# et o«, pour une lame elastique, 
a I’aide des memes transformations que nous avons operees dans le cas 
de Tequilibre. Ainsi, par exemple, en remplacant, dans les for- 
mules (82) et (8()) des pages 809 et 3 io, v]#; X#, X,; Yo, Y,, Y^ 
par ^o,o» 'do.o? X„,o. X,.„; Yo,o, Y,,o, Ys,„, on trouvera, pour tons les 
points situ6s sur I’axe d’une verge rectangulaire naturellement droite 
et d’une epaisseur constante. 


(26) 


£2^ 




(27) 




dt- 


=Y„,,-h 


TV®'® 


^..o V 

dx ) 


Ajoutons que les conditions (g) et(io) ou (n) et(i2), etablies dans 
le cas d’equilibre, et relatives a une extremite fixe ou a une extremite 
libre de la verge, continueront de subsister dans I’etat de mouvement, 
excepte la derniere des conditions (12), qui devra 6trc romplacee par 
une autre deduite de la formule (gi) (page 3 10), savoir 


£ 2 * 


d^i\ 




0,0 __ 




rfY. 


0,0 
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Lorsquc la force 9 cst constante et constamment parallHc a ello- 
meme, on a 

^0,0— X., X|,o=o, X2,(i = o; Y|),o— Y),o = o, Yj.u^ro; 

et les equations (2G), (27) deviennent 


( 29 ) 

a. 

dx* 

(3o) 

02 d‘no,e 


+ 


^o»o _ Y 

‘ I- • 


Alors aussl, en reunissant la premiere des conditions (12) a la condi- 
tion (28), on trouve, pour une extremite libre de la verge elastique en 
inouvement, 


(3i) 


dx‘ ~ ’ dx^ 


Dans le cas particulier 0(1 la force acceleratricc s’evanouit, les for- 
mulos (29) et (3o) donnent simplement 


(32) 

ryd%,, d*E„. 

“ dx* ~ dt* 

(33) 

c, d‘uo.o dH«.t 
dx* dt* 


Si la verge elastique en inouvement etait supposee naturellement 
droile, mais d’line epaisseur variable, alors, en rempla^ant dans les 
formules (i 53 ) el (107) de la page 329 par y]„ par yjo,„, 
par P, on trouverait, au bout d’un temps quelconque t et 
pour lous les points do I’axe, 


( 34 ) 


02 i ^ ^ V 

\ dx^ h dx dx j ' 0 + 1 pli dx dt* ’ 


( 35 ) 


a Vi 


/// d^i}o,o 

1,3 “aF" 


d^// 

dx^ dx* ) 


d*Uo.o , 


6 



2 


dx J 


, dh 


Lorsque dans ces dernieres formules on reduit a zero la pression P en 
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meme temps que la force acceleratrice <p, on en conclut 


(36) 

<37) 


Q^h 


03 _ i ^ 

\ h dx dx J df^ ’ 

/A ^^VJo.o ^*TOo,o\ ^*'Co,o _ 

\3 dx^ dx^ dx^ ) dt^ 


o. 


Si, tie plus, on supposait la verge terminee du cote des y positives et 
du cote des y negatives par deux surfaces planes, la demi-epaisseur h, 
mesuree paralMement h I’axe des j, serait donnee par une equation 
de la forme 


(38) 


/lz=Z>(H-CJC), 


b, c designant deux quantites constantes, et les equations (3G), (37) 
deviendraient 


(39) 


f4o) 




1 -h cw doo j~^ dt^ ’ 




Enfin, si la verge elastique en mouvement est une verge rcctangu- 
laire, naturellement courbe et d’une epaisseur constante, on tirera des 
formulas (299), (3oo), (3oi), (3o4) de I’avant-dernier article, conve- 
nablement modifiees. 


{4i) 

(42) 

(43) 

(44) 


<-)« t)I ^ <?(t^0jo) d"f(ifi 

ds'^ ds ~ dt^ ' 




dt^ ’ 


£2* 


(dn I \ ^(tAo.o) 1/ 0_I py 


d*I 

dt^' 


03 


S^L d(33o.,) 1 

d^3 , rft J , I d*J\ ^ \ 5^"’® ds I ^ 

V ds* ds ds’* ds*) dt* ~~ 


puis, en supposant la force acceleratrice et la pression P reduites a 
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zero, on trouvera 


(45) 


ds ~ dt^ 


J 


(46) 


£22I=t^^, 

dt^ 


(47) 


(48) 


@3 



/j3 [v — ^(*'^“»"n 
/ rft I ds J 

\ ds ds^ t ds- ) ~ dl^ 


Ces (lerniferes equations subsistent, dans I’hypothese admise, pour 
lous les points situes sur Taxo de la verge elastique. Quant aux condi- 
tions relatives k scs deux extr^mites, dies coincideront, pour une ex- 
tr^mite fixe, avcc les formules (aS), (24), et pour une extremite libre 
avec les formules (344), (345), (355) de I’avant-dernier article, sa- 
voir 


(49) 

(50) 


1 = 0 , 



d^J 

ds^ 


= 0. 


Ajoutons que, si le rayon de courbure «■ devient constant, la for 
mule (35G) de la page 372 donnera 



Les diverscs equations ci-dessus etablies determinent, dans I’etat 
d’6quilibre ou de raouvement d’une verge elastique et redan gulaire, 
d’une epaisseur constants ou d’une epaisseur variable, et dont I’axe 
droit ou courbe est renferme dans le plan des oc, y, les deplacements 
^0,0 ou Yo.«» §0,0 d’un point de I’axe mesures parallfelement a ce 
plan. Si Ton voulait determiner, en outre, lo deplacement ^o,n d’un 
point de I’axe dans* le sens de la coordonnee s, ou meme les deplace- 
ments yj, ^ d’un point quelconque, on y parviendrait sans peine en 
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remplacant r par r' dans les formules de Tarticle precedent, puis en de- 
veloppant les quantiles A, B, C, D. E, F; I, yj, ^ suivant les puissances 
ascendantcs de r, r', et, par consequent, les quantiles A^, A,, As, . . 


Bo, B,, B 


2 » 


Cq, C,, Cj, 


Do, D,, Do, . . Eo, E| , Ej, 


F F 

■••O’ I * 


Fo, ?0. •••; TQo. '/])» */]2. ... suivant les puissances ascendantes 

de r. Parmi les formules ainsi obtenucs, celles qui determincront la 
valeur de i^o.o. dans I’etat d’^uilibre ou de mouvement d’une verge 
droite, d’une epaisseur constante ou variable, coincideront evideni- 
ment avec celles quo Ton deduirait des equations (7), (10), (12), (i 4 ), 
(27), ( 3 o), ( 3 i), ( 33 ), en substituant aux lettres A, rj etY les lettrcs 


i, et Z. 

Je terminerai cet article en indiquant quelques applications des for- 
mules qu’il renferme. 

Observons d’abord que, dans le cas ou Ton suppose nulles la prcs- 
sion P et la force acceleratrice <p, les formules propres a determiner 
les valeurs de ?o,o. ^0,0 ou de yo,#, So,o» pendant le mouvement d’uno 
verge 6lastique rectangulaire, sont entiferement semblables aux for- 
mules de I’avant-dernier article qui determinaient les valeurs de 
v]o ou de Y«, o„ pendant le mouvement d’une lame elastiquc. Par con- 
sequent, dans cette bypothfese, les valeurs de Hq.o of de y)o,o. relatives a 
une verge droite, qui, 6tant douee d’une epaisseur constante, presen- 
terait deux extremites fixes ou une extremite fixe et une autre libre, 
coincideront avec les valeurs de ^o> relatives a uno lame elastiquc 
droite, et fournies par les equations (ii 4 ) et (i i 5 ) ou (118) et (119) 
des pages 3 i 4 et 3 i 5 . De m^me, etant donnee une verge courbo dont 
I’axe se trouve compris dans le plan des a;,y, les valeurs de yo.o, §0,0. 
relatives a celles des vibrations de la verge qui seront independantes 
de I’epaisseur mesuree parallMement au plan dont il s’agit, coincide- 
ront avec les valeurs de y#, So relatives k une lame elastiquc courbe, 
et fournies par les equations ( 36 o), ( 36 i) de la page 373. Seulement 
la quantity D, qui mesurera la vitesse du son dans une lame ou dans 
une verge elastiquc d’une longueur indefinie sera* d6terminee, pour 
une lame ^lastique, par la formule (62) de la page 3o3, et pour la 
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verge elastique, par la formule (8). Si Ton pose, pour abreger, 

( 52 ) 

P 

cl si Ton reduit d’ailleurs le nombre 0 au nombre 3, comme on doit le 
faire quand on vent exprimer que les pressions supportees par la sur- 
face libre d’un corps elastique dans I’etat naturel s’evanouisseut, les 
deux formules en question coincideront, la premiere avec I’equa- 
lion (i lo) de la page 3i3, et la seconde avec la suivante : 

( 53 ) £ 2 =^. 

V2 

En comparant la valeur prkedente de Q, e’est-a-dire la vitesse du son 
dans unc verge elastique, a la quantite \/3R, qui represente la vitesse 
du son dans un corps 6lastique (voir la page 3iG), on reconnaitra que 
ces deux vitesses sont entre elles dans le rapport de v/5 a \/G. M. Pois- 
son avail deja enonce cettc proposition, qui subsiste, comme il I’a fait 
voir, quelle que soil la forme de la surface qui termine lateralement 
line verge elastique droitc. 

Quant aux rapports qui existeront entre les divers sons produits par 
les vibrations longiludinales ou transversales de la verge elastique rec- 
langulaire, ils seront eviderament les memos quo les rapports entre les 
sons produits par les vibrations longiludinales ou transversales de la 
lame elastique, pourvu que cette lame et cettc verge, etant prises dans 
I’etat naturel et coupees par le plan des x, y, olfrent precisement la 
m^me section. Par consequent, si, la longueur d’uno verge droite etant 
representec par a, on pose 

(54) N = — , 

e’est-a-dire si Ton designs par N le plus petit nombre de vibrations 
longiludinales que cette verge, supposee libre, puisse executer pen- 
dant I’unite de temps, le nombre N' des vibrations transversales cor- 
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respondantes h. I’un des sons produits par la memo verge sera (voir la 
page 317) 

(55) N'= (2, 055838... )^N. . 


Cette derniere formule s’accorde parfaitement avec Ics experiences de 
M. Sjyrart rapportees dans le Bulletin des Sciences de janvier 1828, et 
differe tres pen d’une formule que M. Poisson a presentee sans demon- 
stration dans ce meme Bulletin, mais que Ton ne rctrouve pas dans le 
Meraoire publie par ce geombtre sur I’^quilibre et le mouvement des 
corps elastiques. 

Concevons maintenant que Ton compare le son le plus grave, pro- 
duit par les vibrations longitudinales d’une verge droite, aux divers 
sons produits par cellos des vibrations d’une verge circulaire, ct de 
meme longueur, qui sont ind^pendantes do I’epaissour mesurce sui- 
vant le rayon de I’arc de cercle avec lequel I’axe de la verge coincide 
dans I’etat naturel. En nommant a la longueur de I’arc en question, ct 
Q la vitesso du son dans Ja verge redressee, on pourra determiner 
immMiatement le nombre des vibrations ex6cutees pendant I’unite de 
temps et correspondantes aux divers sons de la verge circulaire, ii 
I’aide des formulas (371), (872), etc. de la page 875. Gomme les ex- 
periences que M. Savart a bien voulu entreprendre sur ma demande, 
et que j’ai deja mentionnees dans I’avant-dernier article (page 878), 
peuvent servir a la verification des formulas dont il s’agit, je vais rap- 
porter ici ces experiences qui ne peuvent manquer d’interesser les 
physiciens, et auxquelles I’habilete bien connue de I’obsorvateur 
ajoute un nouveau prix. 

Deux verges parallelepipediques en cuivre jaune, dont les longueurs 
respectives etaient o“,8225 et i™, 657 , ont ete successivement cour- 
bees de mani^rc a oflFrir chacune : 1° un demi-quart de cercle; 2" un 
quart de cercle; et, aprbs avoir produit dans ces memes verges des vi- 
brations analogues aux vibrations longitudinales d’une verge droite, 
on a determine le nombre N des vibrations correspondantes k chacun 
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di's sons quo Ton pouvait obtenir. Or les valours approchees do N, 
ainsi dcduitcs do rexperience el relatives au son le plus grave, ont 
ele : i" pour la verge de x“,657, courbec dc maniere a offrir successi- 
vement un demi-quart dc ccrcle et un quart de cercle, 

(56) N = 221 1 , 84... 

et 

(67) N = 24oo; 


2" pour la verge de o“,8225, courbee de la mfeme manifere, 

(58) N = 4423 , 68... 

et 

(69) N = 48oo. 

D’autre part, le nombre repr^sente dans les formules des pages 3y6 
par c’ost-a-dire le nombre des vibrations longitudinales corres- 

pondanlcs au son le plus grave que peut produire une verge droite, 
avait ete determine pour la grande verge par une experience directe qui 
donnait 

(6o) — = 2 i33,33. . ., 

^ ' ia ■ 

et par consequent ce m^me nombre devrait ^tre pour la petite verge 

(6j) ^ = (2i33,33...)^-^ = 4397,79---- 

Or, en comparant les valeurs de N fournies par les equations (56) et 
(57) a la valeur de ^ tir6e de I’equation (60), ou les valeurs de N 
fournies par les equations (58) et (5f)) a la valeur de ^ tirec de 

34 
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sun L’EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT ETC. 
I’equation (6i), on Irouve : i** 

(62) N = (i,o 36 ...)^, 

( 63 ^ N = (1,120...)—; 

(6i) N = (1,029...)^, 

( 65 ) N = (.,u68...)^. 


Les coefficients numeriques qui entrent dans les formulcs (G2) on 
(G4) et ( 63 ) on ( 65 ) different tres pen des nombres 



et — = i,n8o..., 
2 


qui tiennent la place de cos memes coefficients dans los formulcs (371} 
ot (372) de la page 375, et Ton peut memo rcmarquer que le nombre 
indique par la theorie est toujours compris entrc les deux nombres 
fournis par les experiences faites sur les deux verges proposoes. 

Apres avoir fait connaitre la valour de N correspondante au son le 
plus grave que pouvait produire la grande verge courbee do maniere ii 
offrir un demi-quart de cercle, Tobservafion a encore permis de fixer 
les valeurs do N correspondantes a un deuxiemc ot a un troisieme son, 

et par suite les rapports de ces valeurs a ^ - Or ccs rapports, qui, (mi 
vertu des formulcs (371) de la page 375, devaiont etro 

■!^ = 2,oid... et -i-T— t= 3,010. . ., 


ont ete trouves sensiblement egaux, le premier au nombre 2, le 
second au nombre 3 , en sorte que sur ce point rexperience s’esl 
encore accordee avree la theorie. 
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